II-01
TRANSVERSALITE

par John HUBBARD

§ 1« Produits tensoriels et Tér sur une algdbre de Fréchet,

DEFINITION 1.- Une algébre de Fréchet A est un espace de Fréchet sup ¢,

muini d'une application A X A —3A bilinéaire continue, qui en fait une

algebre associative, commutative, avec &€lément unité,

Exg Eles.
Les algebres de Banach commutatives avec €lément wnité sont des algébres

de Fréchet,

Si (J{,d’x_) est un espace analytique, (HX) est une algdbre de Fréchet,

DEFINITION 24~ Soit A une algébre de Fréchet. E est dit un A=module de
Fréchet si E est un espace de Fréchet sur € , muni d'une application
AXE — E bilinéaire continue qui en fait un A=module,

E sera dit un A-module de Fréchet nucléaire s'il est nucléaire en

temps cu'espace de Fréchet sur C .

2 BEE!E les

Soit (X,G}'c) un espace analytique, K un faisceau analytique cohérent

swr X o Alors F(X) est un (M(X)-module de Fréchet nucléaire,

DEFINITION 3¢= Un A-module de Fréchet E est dit libre s'il est de la
forme A 3“ V , avec V un espace de Fréchet.; E est dit nucléairement

libre si V est nucléaire,
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11-02 J. HUBBARD

Remarques.

1) 8i A n'est pas nucléaire, wn A-module nucléairement libre £o
n'est pas nucléaire.

2) 8i E est un A-module de Fréchet libre, E est projectif au sens
suivant : soit F—2> G —> 0 une suite exacte de A~modules de Fréchet,
scindée sur C o Alors 1'application .,CA(E,F) — -[.'A(E,G) est bijectives
Ceci provient du fait que si E=A8_V ,ona £, (5,m) ¥ .Cc(v,ﬂ) pour

=

tout A-module de Fréchet H .

DEFINITION 4.~ Une résolution libre d'un A=module de Fréchet E est une
suite exacte Lo —3 E —3 0 , ol tous les Ln sont des A-modules de

Fréchet librese.
Une telle résolution est dite directe si les applications

Ln+1-—)l.n s nEW et I.o—-)E sont scindées sur Ce

PROPOSITION .- a) Tout A-module de Fréchet admet une résolution libre directe.

b) Si Le et U, sont deux résolutions libres directes de E , il existe

un_morphisme L, —3 L, , unique A homotopie prés.

Démonstrations
a) Posons Ln = A ﬁn AR e 6“: A 6‘1 E avec n+] facteurs A , et la
structure de A-module provenant du premier facteur, Définissons dn t Ln———y Ln-1

paE N .
dn(ac@ soo @ an@x) =_Eo ("1 )laoﬂ see @ aia.

n
141 0 eee @x+ (=1) a00 ...Qan_1 ﬂanx .

Le complexe Le ainsi défini est une résolution libre de E » L'application

t—1 0t de Ln dans Lm_ est uge scission sur g , Mmais n'est en

1
général pas A=-linéaire.
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b) Bésulte de la projectivité de maniére bien connue,

Di TION 54— Soient E et F deuwx A-modules de Fréchet, On définit
B8 P=coker(s8 A8 F_EQ F) , od l'application est donnée per
X0aly_ yax@y~x@ay.
Soit L. — F une résolution libre directe de F , On définit
A, o
'mrn(a,r) = Hn(E 8, Le) o

1) Par la proposition 1, b), cet espace d'homologie est indépendant du
choix de Le ; sa topologie en particulier n'en dépend pas, et n'est pas
nécessairement séparée,

2) TOri(E,F) = E 8, F .

3) 8i F est libre, disons F=4a8 Vv , (¥n>0) 'rsrg(a.r) =0 ,et
Bﬂ'AFsEch o En effet, il suffit de prendre L =F , et L =0 ,
ny>0 o :

—> E

PROPOSITION 2= Soit 0 — E — E3 —3 0 wne suite exacte de

1 2
A=modules de Fréchet, F un A-module de Fréchet, et Ly — F— 0 me

résolution libre directes Supposons l'une des trois conditions suivantes

vérifiée: 1

1) Les E, sont nucléaires. (Il suffit que E_ soit nucléaire pour que

i
B, et E, le soient aussi),

2

2) Les L~ sont nucléairement libres, (si A et F sont nucléaires, la
construction de la proposition 1 montre que les Lﬂ peuvent 8tre choisis nu~
cléairement libres.

—> O se scinde sur C o Alors la suite

3) 0——>E1—)E2—)E3
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0—E 8, Lo —E, 8 Le—5, 8 L. —0

est une suite exacte de complexese
Démonstrations

Pour les cas {) et 2), la proposition suit de l'exactitude de la ten-
sorisation avec un espace de Fréchet nucléaire,

Powr le cas 3), la scission donne un inverse A droite de 1'application
E1 ﬁA bar==y: E2 GA Le  ce qui ppouve bien l'injectivité, et clest tout ce
qutil faut démontrers
COROLIAIRE<= Dans les situations ci=dessus, il y a une suite exacte longue
eos Toxh  (B.,F) — 10rh(5 ,F) —s 10rh(E,,F) — Tocl(E,,F) Ter (E,F)

n+ "3 n* n'2 n'3 n=1 "

donnée par la construction d'algébre homologique bien connues

PROPOSITION 3= Soient E,, F des A-modules de Fréchet, et Pe —3» E ume

résolution libre de Es ¢ Supposons 1l'une des trois conditions ci-~dessous

satisfaite @
1) P. nucléairement libres
2) F et A nucléaires,
3) Ps — E directes

Alors il existe un isomorphisme canonique
18r*(E,F) = H (Po 8 F)
ne n A

Remarquese
1) La condition 3) montre que 'I'B:l:‘f‘1 est symétrique en ses argumentss

2) Nous rencontrerons effectivement des résolutions dont on ignore si elles

sont directes, mais pour lesquelles la premiére ou la seconde condition sera
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satisfaites
Démonstration.
Soit 4 : P =P
n n n=1

.In-Indn -kerdM1 s EosE o Les suites 0——-)E1+1—)Pi—-—)l!i-——)0

sont exactes, et les conditions 1), 2) et 3) impliquent respectivement les

la différentielle de la résolution P. , et

‘conditions 1), 2) et 3) de la proposition 2,

Il existe donc une suite exacte

(P, F) —> 103 (E,,F) —> 1) (B, o) — or_ (P,F)

-1
dont les extrémités sont nullese On en déduit un isomorphisme

prise 1o’ (5,F) % 1orf(E, _,F)

(E1+1'F) ¢ et par récurrence descendante un isomor-—

. A
la suite exacte 0 —s TOr (E, . ,F) —3 B, 6A F—P _, GA F identifie

o A ' .
Tﬁri(Ei_1.F) au noyau de l'application £ 1 E, ﬁA F Pl ﬁA F »

Par tensoriaation avec F , on déduit de la suite exacte

W i e L)

la suite exacte

~ ~ L
Pi+1 GAF‘-—-)Pi 'AF—’E:L OAF—-tO '

qui permet de considérerlles éléments du noyau de £ comme les classes

d'éléments du noyau de di s modulo l'image de di+ y ce qui est la

1
définition de Hi(P- SA F) o Ceqefeds
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§ 2. Transversalité,

DEFINITION 64~ Soient E et F deux A-modules de Fréchet, E et F sont
dits transverses sur A si

(i) Eﬁk F est séparé, et

(i1) mA(E,F) =0 , Vg>0

Remarques.
1) Un A-module de Fréchet libre est transverse i tout A-module de Fréchet,
2) soit 0 — Bf — E, — B, — 0 est wne suite exacte de Awmodules
de Fréchet et F un A-module de Fréchet, et supposons l'une des trois condi=-
tions de la proposition 2 vérifiée,
8i d'autre part, 132 et Ea sont transverses & F sur A , 21 1l'est
également,
3) la notion de transversalité recouvre celle de polycylindre privilégié,
Soient 01 un ouvert de Stein de gn ’ # un faisceau cohérent sur 0 2
K= 1‘1 X eoe X xn < uwn polycylindre compact, On dit que K est privilégié
par rapport & & si B(X) et & (Q) sont transverses sur &*(0) , (B(x) est
l'espace des fonctions continues sur X holomorphes A l'intérieur de X '
clest un espace de Banach pour la norme ||£|| = sup|£(x)|
Pour des exemples de voisinages privilégiéstet non privilégiés, voir [1]
et [2] .
Un récent article de Gs Pourcin [3] indique que dans ce cas, la condition (:
entraine la condition (ii)e Dans les cas étudiés ici, c'est au contraire la

condition (ii) qui sera essentielle,

-]
PROPOSITION 4= Soit E un complexe borné A droite de A=-modules de Fréchet
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acyclique en degrés 3 k 4 et F un A=module de Fréchet transverse aux B
pour tout n 3 k o
Supposons l'une des trois conditions ci=dessous satisfaite 3
"1) Les E' sont nucléaires, n 3k o
2) A et F sont nucléaires,
3) E* est scindé sur C en degrés 3 k=1 o

Alors le complexe F GA E* est aussi acyclique en degré Xk .

m ) trations

La remarque 2) ci-dessus appliquée aux suites exactes courtes
o..._,zn(n ) — B —Z 1(E') ey 0
entrafne,par récurrence descendante, que les 7' (E') sont transverses a F
sur A pour n 3 k

Dans le diagramme commutatif suivant,

0 0 0 0
/ ~N /7
2 (2%) 8, F N 21 (z%) 8 F
N cem TRt ol ey
g 6 F—x"8 F g™ 8, F —> see
N/ N

A

/’\

la transversalité de Zn(E') nous donne que les lignes diagonales sont exactes

»

>G

ce qui entrafne que la ligne horizontale 1l'est aussia
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COROLLAIRE,~ Soient E® , F® deux complexes bornés & droite de A-modules
de Fréchet U, et £ 3 E* —5 F* un morphisme de complexes induisant un
is_;omorphisme sur la cohomologies Scit M wun A~-module de Fréchet transverse
aux E° et aux Fn s Supposons l'une des deux conditions suivantes vérifiées i
1) Les E° et les F' sont nucléaires,
2) M et A sont nucléairese

Alors £01, 3 E® 61; M F SA M induit un isomorphisme sur la cohomologies

Démonstratione
On ferme le mapping cylindre N® de #* 13
Nn = En e FFF-1 F]
W B (=1)"
et a : B W Ay dn(x.y) = (a(x) , aly) x £(x))
et la proposition entraine que le complexe N® est acyclique, le complexe
N® 61\ M 1l'est aussie Comme N° 's'A M est le napping cylindre de £01, ,

le corollaire est démontré,

§ 3e Paisceaux analytiques transversess

Soient 8 3 X ; ¥ des espaces analytiques, ¢ t X —2S5 et T s Y —6§

des morphismes (x,y) un point de X xS Y , U et V des ouverts de g“

et Em , tels que X et Y se plongent au voisinage de (x,y) dans 5 x U

et 8 XV au~dessus de S o Dans ces diagrammes suivants, les morphismes p

Qs Py dsP s 4 sontdes morphismes canoniques 2
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X xV S xUXV
/ \ ¥/ &f /4 \f
A
X S XV 8 xU
’I
/
S
Soient :ﬁ et des faisceaux analytiques cohérents sur X et Y respec~

tivement, et J et g leurs extensions 3 S XU et § xV o Soit of, une

pésolution de g sur 8 XV o

PROPOSITION 5.~ Les espaces suivants sont canoniguement isomorphes 3 .

(@ ) -
'.l.‘t:u:‘rl xUxV (x'Y)((P*J-') (xy5) * (?3)(,:.”)

Tor?s x U x (fo - (ﬁ*%)(x'y))

(8 ) %, D)

Hn (vfx 00‘}[ (&*"&)(x,y)) .

Démonstrations
Nous supprimerons les points x , ¥ , ou (x,y) dans les formules

suivantes $

Tor SXUXV (¢ F, ) = u (G*F o 0 L) =
Hn(3—'“0'3 xuf’éxev O uxy iy Hn(':N"'s' x U TR
Torno—s S N*C(]) N

a1
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En effet, la premiére égalité est vraie si ¥ a[' est une résolution libre
de (g y comme Sj' est plat il l'est ; la seconde é#galité découle de la dé-
finition de l'image réciproque analytique et la troisidme est triviale ;1 la
quatriéme emploie le fait que &*d. est plat sur S X U »

L'égalité de H (P* F L) et H(F %x g ) vient de

]
di{xv

2 3%
PJ‘-‘O&

&L =Feo, & 8 >l =Fe, L .
X%V Oy “Xxv O %

Finalement, H (F 8_ 4L ) =u(F o g* L) est une application du
L % @ % xu

fait purement algébrique suivant : soient A un anneau, E et F des
A-modules, I c Am idéal tel que IE =0 o Alors E e, F 2 g am F/ﬂ. .
En effet, en prenant powr idéal J celui qui définit X dans S xU , on

constate que (}&:,XU/J =U}E et (a*i)/a (a*gC) = 31‘*«[.‘ CeQeFeDs

DEFINITION 7e= Soient S , X , F et comme dans la proposition 5, On
agit que J et g sont transverses sur S au point (x,y) si, pour tout
n >0 , les espaces de la proposition 5 sont nuls ; & et 8 sont dits

transverses sur § s'ils sont transverses partouts

Remarquess

1) La condition est symétrique en J‘ et g y car le premier espace l'est ;
il est indépendant des plongements X —> SxU , Y —> §xV car le quatridme
espace est indépendant du plongement X —> SxU

2) 8i F est plat sur f}s i F est transverse 2 n'importe quel faisceau g '

3) On ignore si la nullité de Tornag’s (jfx " 3)') entralne la transver-

salité ou de 57 et de g au point (x,y) M
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§ 4e Sections globales de faisceaux analytiquess
Soient S , X , Y des espaces de Stein, F et 9 des faisceaux cohé-
rents sur X et Y prespectivement, 'TE1 $ X —38 et ﬁisY..._)S des

morphismes, Soient P, et p, les morphismes canoniques du diagramme sui=

et

i b $.°'5v%v %o G118

THEOREME.~ Supposons & et (3 transverses sur 5 o Alors F(X) et g(Y)

sont transverses sur (Ms) , et H(X XSY) = F(x) %0(8) g(Y) .

COROLLATRE 1.- Soient S et X des espaces de Stein, M s X —> § un mor—

phisme, un Paisceau cohérent sur X , S' un ouvert de Stein de S
s un falsceau COMCTER® == un ouvert ¢e otel” = '

et X' = =l (s1) o Alors (s') et f(X) sont transverses sup &s)

et (M(s") 30(S)$(x) = F(x) .

'Démonsu‘ation.
La platitude de 1vinclusion d'um ouvert nous donne la condition de

transversalités

X x
COROLLATRE 24— Soit .}1 \ un diagramme cartésien
; 4 8

7
£

1 3
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d'espaces de Stein, et soit (F un faisceau cohérent sur X , plat sur ¢ ofl

5_—
aL Ms.l) SG(S) nﬁ(x) i (E*#;)(x.]) ]

COROLLAIRE 3+~ Soient S , X , J comme dans le corollaire 1, & plat sur (}'5

et s un point de § « Alors F(X) est transverse sur (H8) & 05 s/ms =C. s
? =

et J;S/d.- - =$(x)60(5)gs'

Démons tration du théoréme,

Nous supposerons dlemblée § , X , & quelconques, et la démonstration
se fera en accroissant progressivement la généralité de Y et de ﬁ .

Cas particulier 1.

V un ouvert de gn,Y=va,5=f9‘va .
Alors 3@=p?(d:) et XX Y=XxVa %(Y)=U(va)=0(s)30(v) est

nucléairement libre, et donc transverse a n'importe quois
FO 8y G0 =F () By Os) Boxv) = F () B o(v) =
pF(E)(xxv) =FHxx, v) ,

et le théoréme est vérifié dans ce case Remarquons que la transversalité était

trivialement vérifiée,

Cas particulier 1",

V et Y comme ci-dessus, mais CJ =0T .
SxV

La démonstration est laissée au lecteurs

Cas particulier 24

V et Y comme ci-dessus, et % admettant des résolutions de longueur

infinie (et satisfaiszht A la condition de transversalité).
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M trations
=4
Prencns S£—>g e résolution avec of e (.4 3 xV et considérons

le complexe %
Mo« =2(F) 0 p% ()
X XS Y
Me — H est une résolution de FP, car 1'exactitude des suites de
faisceawr se vérifie ponctuellement, et l'homologie du complexe (Ms) (x,5)
L]
est nulle d'apréds l'hypothése de transversalité {troisiéms-espace de la

proposition 5)e Donc par le théoréme B,
0.
0 = B (Melxx, ¥)) = Tor_ (F(x) 1§() 4 powr n >0

T #og Y =B (Mg ) =FE) By G0

. Oas particulier 2%,
X Y 48 + F  quelconques, Y CC Y s Y unouvert spécial,

% un faisceau cohérent sur Y qui se prolonge a Yo .

Démonstrations

On choisit Y1 tel que Y CC Y1 CL Yo s et l'hypothése que Y est
un ouvert spécial permet de plonger Y‘l dans SxV , V un ouvert de Stein
de En B

i 1l'on prolonge le faisceau % par 0 & 5 XV , l'on se raméne au
cas particulier 2).
Cas général.

Le cas général demande un passage a la limite projectives
LEMME {1 (Mittag-Leffler)e= Soit

s —_){Ei‘i ev —Fidien —_){Gi}iE]N =0

une suite exacte de systémes projectifs dYespaces de Fréchet indexés par N- ,
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telle que pour tout i,jeWN , j >i , les applications f J H Ej — Ei ’
1

sont d'image dense,
Posons E =1limE, , F = g F, 4 G =1im G, o Alors la suite
— i i i

0—-—E —F—G—0 est exactes

Démonstratione

La seule difficulté est de montrer que F —» G est surjectif, Prenons
donc z € G et essayons de remonter z A F o

Choisissons d'abord des métriques d sur Ei N F‘i N G:i telles que les

applications F;.]_ Ej —>E, , etc, réduisent les distances, C'est possible

i

carypour toute métrique d‘l s 1l suffit de poser, pour X,y € Ej ’

(resp etc) d(x,y) = sup 4, (Pg_(X) P Pg(y’)) .
igj
Maintenant supposons que 2z = (zi) s €t relevons zi en yi € F:i. .

Les y; ne ferment pas en général un systéme cohérent, Par récurrence, on

v

peut trouver des y! € F. tels que d(Pn

(78,4) s 7D z.ln- » En effet,
2

supposons que la construction ait été faite jusqu'a l'ordre n , et posons

_ p o+l dow i
x "f,n (yn+1) AR € En « Comme l'image de En+1 est dense dans En .
" - 1
il existe w . €E . tel que d(f (“n+1) " xn) £ _-an .

v = _ . i 2o s
Posons Yot ™ Vg = B On vérifie que

3! n+i

d(P(yz'1+1) B Y;L) < "% '
i 2

e P(Y;x-ﬂ) s P(yn+1) s Fn(nri-t-‘l) ¢
5i, pour n fixe, l'on considére la suite
n4d n+2 n+i
v = ) ses O ('y! ) ’
e b P n 1:‘-n+1 r nei=1 At

celle-ci forme une suite de Cauchy, et les limites y;; = 1lim ¥ forment

|
isoo Lol
un systéme cohérent qui reléve z o CeQeFaDe
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LEMME 24~ Soit {Ei}i en W systéme projectif de A=-modules de Fréchet
gt F un A~module de Fréchets Supposons les Pi 3 Ej —— Ei d'image dense,
8i les E, sont transverses 4 F sw A pour tout i , alors E = J(.i_m E,

est transverse & F , et ESAF=1(__:Lm(EiaAF).

Démonis trations

Prenons Le —» F une résolution libre directe et découpons la en
suites exactes courtes 0 —> Fn+1 —_ Ln — Fn —> 0 scindées sur g .
On vérifie par récurrence ascendante sur n que les Fn sont transverses

asix E o Les suites 0 —>F , © E, —>L ® E. —>F 8 E, —>0 sont
n+i i n A

i A A1 n i
~
. < .
donc exactes, et les applications Fn QA Ej —_— Fn OA Ei d'image dense,
Par le lemme {1, les suites
a3
! OAE—>Ln9AE—>Fn3AE—-)0
sont exactes et le complexe L. ﬁA E est une résolution de F GA E » CeQeFeDa

00— F
n+

Powr finir la démonstration du théoréme, il me faut la notion d'ouvert

trés spéciale

DEFINITION 8.- Soient X un espace analytique, ¢ : X —> gn un morphisme,
¥ex 4, Qc gn des ouverts, tels que @ induise un isomorphisme de W
sur un sous-espace analytique fermé de Q , et P (C 1 un polycylindre ouverts

Alors on dit que V = (q:lw)-1 (P) est un ouvert trés spécial de X o

Soient V et V' des ouverts trés spéciaux de X 4 tels que V< V' j
et soient © , w, 0, P j 'y w', Q') P' comme dans la définition Be
]
Alors considérons & = (gy9') ¥ X — Em-n - Qlw' est un plongement ana—

lytique,
(" xpr) =W
31 (p x pY) =VLY, .
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Dans le diagramme commutatif suivant,

HS" x ') ——— Op xP")

| !

o{vr) v uv,)
\\ /
v)

la £léche {)((_:n x P') —s (H(P x P') est d'image dense par le théoréme
de Runge, les fléches verticales sont surjectives par le théoréme B, et la
£fléche (F(V L V1) —— V) est surjective car 1'union est disjointe.

L'application (*(V') —s (#(V) est donc d'image dense,
Soit & un faisceau cohérent sur X o Dans le diagramme commutatif

suivant,

¢F(vr) ——— 07(W)

l l

FW) —— F )

la fléche (F (V') —»(°(V) est d'image dense, nous venons de le voir,
et les fléches verticales sont surjectives par le théoréme As

La flache F (V') — F (V) est donc d'image dense,

Comme tout ouvert de Stein peut 8tre recouvert par une famille dénom—
brable croissante dlouverts trés spéciaux, le théoréme est démontré par le

lemme 2,
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