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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar tres dimensiones homoldgicas en el contexto de algebras de
Artin: la dimension global, la dimensién finitista y la ¢ dimensién. Luego de introducir estas dimensiones,
procedemos a analizar si cada una de ellas es simétrica, es decir, si su valor es igual al considerar las

categorias de A-mdédulos a izquierda y a derecha.

Primero vemos, siguiendo [Ausb5], que la dimensién global a izquierda y a derecha coinciden ain
en el contexto mas general de anillos noetherianos. A continuacion, ilustramos con un ejemplo que la
dimensién finitista no presenta esta simetria. Finalmente, mostramos un resultado parcial respecto a la
simetria de la ¢ dimensién, a saber, que la ¢ dimensién es simétrica para el caso de las dlgebras de Artin

Gorenstein.

Abstract

The aim of this work is to study three homological dimensions in the context of Artin algebras: the
global dimension, the finitistic dimension and the ¢ dimension. After introducing these dimensions, we
proceed to analyze whether each of them is symmetric, that is, if their value is the same when we consider

the categories of left A-modules and right A-modules.

Firstly, we show as in [Ausb5] that the left and right global dimensions match even in the more general
context of noetherian rings. Next, we provide an example to illustrate that the finitistic dimension does
not present this type of symmetry. Lastly, we show a partial result regarding the ¢ dimension, namely,

that the ¢ dimension in symmetric for the case of Artin Gorenstein algebras.
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Introduccion

A pesar de que el comienzo del desarrollo del algebra homoldgica se atribuye a la década de 1950, la
dimensién global de un anillo estaba ya presente en el articulo de Hilbert de 1890, Uber die The-
orie der algebraischen Formen, en el que muestra a partir de un laborioso cédlculo de sizigias que
gl.dimk[zq,...,z,] = n para todo cuerpo k. Sin embargo, es a mediados del siglo XX cuando estos

conceptos verdaderamente comienzan a tomar fuerza.

En 1960, Bass publica su articulo Finitistic dimension and a homological generalization of semi-
primary rings en el que plantea la conjetura finitista, la cual postula que la dimensién finitista de toda
algebra de Artin es cero. La conjetura de Bass aumenté en gran manera la atencion dedicada a esta
dimensién homolégica, y varias herramientas interesantes han resultado del intento de resolverla. Una
de ellas es la ¢ dimensién de un algebra de Artin, dimensién homolégica que nace en el articulo On the

finitistic global dimension conjecture for Artin algebras debido a Igusa y Todorov.

A partir de las definiciones, es facil ver que al restringirnos al contexto de las dlgebras de Artin las

tres dimensiones homoldgicas mencionadas se relacionan mediante las desigualdades
fin.dim A < ¢pdim A < gl. dim A

Ademsds, es un resultado conocido de Auslander que las dimensiones globales a izquierda y derecha
coinciden en este contexto (mds en general, en anillos noetherianos), mientras que por otro lado no es
dificil ver que esto no es cierto para la dimensién finitista. Tiene sentido entonces preguntarse qué sucede

con la ¢ dimensién, comprendida entre las dos més clasicas.

El objetivo de este trabajo monografico es presentar el resultado mencionado de Auslander, que
prueba que la dimensién global presenta una simetria a izquierda y a derecha, junto con un ejemplo en
el que la dimensién finitista difiere a izquierda y a derecha. Finalmente, se pretende estudiar la pregunta
aun abierta que refiere a la posible simetria de la ¢ dimensién, y mostrar como resultado parcial que la
respuesta es afirmativa para el caso de dlgebras de Artin Gorenstein.

Presentamos a continuaciéon un breve resumen de la forma en que esta dispuesto este trabajo.

Los tres primeros capitulos se dedican a cubrir los preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo.
En el primer capitulo se introducen las nociones bésicas de sucesiones exactas, complejos de mddulos
y functores exactos, y se construyen los functores de homologia y cohomologia. Luego se definen los
modulos proyectivos, inyectivos y planos, y se procede a mostrar algunas caracterizaciones y propiedades
dtiles. Finalmente, se introducen las resoluciones proyectivas, inyectivas y planas, y con ellas se definen

los functores Ext y Tor.

El segundo capitulo se centra mayormente en las algebras de Artin y sus categorias de mddulos.

Se definen las nociones de envolvente inyectiva y cubierta proyectiva, y se menciona que si A es un



algebra de Artin, entonces todo A-médulo admite una envolvente inyectiva y una cubierta proyectiva,
Unicas a menos de isomorfismo. A continuacién, se ven algunas dualidades presentes en las algebras de
Artin, y se enuncia la férmula de Auslander-Reiten. Por ltimo enunciamos el teorema de Krull-Schmidst,
que permite obtener descomposiciones en submoédulos indescomponibles que ademés resultan tnicas
a menos de isomorfismos, y se indica la relaciéon entre los moédulos simples, proyectivos e inyectivos

indescomponibles y ciertos elementos idempotentes del dlgebra en cuestién.

El tercer capitulo presenta las nociones basicas de las dlgebras de caminos. Se menciona que si k@
es un algebra de caminos e I un ideal admisible, el estudio de la categorfa de k@Q/I-mddulos finitamente
generados es equivalente al de la categoria de representaciones finitas del quiver con relaciones (Q, ),
teniendo éstas ultimas la ventaja de ser mas “visibles” e ilustrativas. Luego, se comenta quiénes son las
representaciones correspondientes a los médulos simples, proyectivos e inyectivos indescomponibles, y se

ven algunos casos particulares a modo de ejemplo.

El cuarto capitulo se ocupa de introducir las dimensiones homoldgicas que nos conciernen. En primer
lugar, se definen la dimensién proyectiva e inyectiva de un médulo a partir de las resoluciones proyectivas
e inyectivas respectivamente. Se presenta el teorema de décalage, y luego se muestran caracterizaciones
de las dimensiones proyectiva y inyectiva de un médulo mediante las sizigias de sus resoluciones, asi como
a través de los functores Ext. A continuacién se define la ¢ dimensién de un médulo, se prueban algunas
propiedades basicas, y se desarrolla el calculo explicito en un ejemplo. Se presenta luego el concepto de
d-divisién, junto con una caracterizacién de la ¢ dimensién de un médulo mediante los functores Ext
extraida de [FLM14]. Finalmente, definimos las versiones a izquierda y derecha de la dimensién global
y la dimensién finitista de un anillo cualquiera, asi como de la ¢ dimensién de un algebra de Artin, a
partir de las dimensiones proyectiva, inyectiva, y de la ¢ dimensién (respectivamente) en sus categorias

de moédulos a izquierda y a derecha.

El ultimo capitulo se ocupa de analizar por separado cada una de las dimensiones homoldgicas y las
simetrias presentes para el caso de dlgebras de Artin. Comenzamos probando (como en [Aus55]) que la
dimensién global a izquierda y a derecha coinciden para el caso mas general de anillos noetherianos. Para
ello se muestra que la dimensién global puede calcularse utilizando tnicamente los mdédulos finitamente
generados (més atin, los ciclicos), y se introduce como herramienta una nueva dimensién homolégica: la
dimensién plana de un moédulo, que dara lugar a la dimension global débil de un anillo. Luego de esto
nos concentramos en la dimensién finitista, y mostramos con un ejemplo (haciendo uso de las nociones
mencionadas de dlgebras de caminos y sus representaciones) que las dimensiones finitistas a izquierda y
a derecha pueden no coincidir. Este ejemplo, tomado de [Hap91], hace uso de una sencilla adaptacién de

un resultado presente en [Bas60].

Finalmente, pasamos al estudio de las simetrias en la ¢ dimensién. A pesar de que ain se desconoce si
la ¢ dimensién de un algebra de Artin cualquiera es simétrica, se sabe que la respuesta es afirmativa para
el caso de las algebras de Artin Gorenstein, como mostramos en esta seccién. El capitulo culmina con
un intento de generalizar el concepto de d-division presentado anteriormente, con el objetivo de definir
la ¢ dimensién a partir de los functores Tor y Ext. Luego de plantear las definiciones, mostramos cémo
se relacionan estos nuevos conceptos entre si. Esta seccion final es fruto de discusiones llevadas a cabo

en el segundo semestre de 2014 junto con Diego Bravo y Marcelo Lanzilotta.

A pesar de no formar parte de nuestra linea principal de trabajo, presentamos un apéndice que
pretende servir a modo de recopilacién de aquellas identidades naturales que relacionan a los functores
Hom y tensor, asi como sus identidades derivadas (es decir, las que relacionan a los functores Ext y Tor)
en caso correspondiente. Dicha recopilacién toma resultados de [AF92], [EJ00], [Rot09] y [CE56]. Como



breve aplicacién, mostramos dos teoremas debidos a T. Ishikawa presentes en [Ish65] que vinculan las
dimensiones plana e inyectiva de un médulo a izquierda M y el médulo a derecha Hompg (M, E), donde

E es un cogenerador inyectivo.



Capitulo 1
Preliminares homolégicos (en R-Mod)

Se asumird desde el comienzo que el lector posee un conocimiento equivalente al de un curso introductorio
de anillos y médulos, y que estd familiarizado con la construcciéon y propiedades bésicas del producto
tensorial, asi como con algunas nociones basicas de teoria de categorias como ser las definiciones de

categoria, functor y transformacién natural entre functores.

En adelante, si R es un anillo, llamaremos R-Mod a la categoria que tiene por objetos a los R-mddulos
a izquierda y por flechas a los morfismos de R-médulos, con la composicién de funciones. Denotaremos
R-mod a la categoria cuyos objetos son los R-médulos a izquierda finitamente generados y cuyas flechas
son los morfismos de R-mdédulos. De manera analoga denotamos por Mod-R, mod-R a las versiones para

R-moédulos a derecha.

Si S es otro anillo, llamaremos R-Mod-S a la categoria que tiene por objetos a los R — S-bimddulos
(es decir, a los grupos abelianos M tales que M € R-Mod, M € Mod-S y (rm)s = r(ms) para todo
re€ R, s€ S, me M)y cuyas flechas son los morfismos de bimédulos.

Presentamos en esta seccién algunas definiciones, resultados y construcciones del algebra homoldgica
claves para los temas que nos interesa tratar. A pesar de que las siguientes nociones tienen sentido en el
contexto més general de las categorias abelianas, por un tema de simplicidad trabajaremos tinicamente en
categorias de médulos. En algunas ocasiones hablaremos de la categoria R-Mod, aunque las definiciones

y resultados son en general vélidas (con leves y evidentes modificaciones) para Mod-R.

1.1 Definiciones y resultados basicos

Definicién 1.1.1. Sea I un conjunto dirigido, y {M;};cr una familia en R-Mod tal que para cada i,j € T

con ¢ < j existe un morfismo f;; : M; — M; de manera que se verifican las siguientes:

e fi; =idyy, para todo i € I,

o si i < j <k entonces fi;fji = fri-

Decimos en este caso que la familia {A;};er junto con los morfismos f;; forman un sistema directo, y
lo notamos ((M;), (f;:))-



Definicién 1.1.2. El limite directo de un sistema directo ((M;), (f;;)) es un par (M,{g;}icr) donde M
es un R-médulo y los g; son morfismos g; : M; — M, de manera que el siguiente diagrama es conmutativo
siempre que ¢ < j

M, — D
M

y se verifica la siguiente propiedad universal: si (N, {h;}icr) es otro tal par, existe un inico morfismo
f M — N tal que para todo i € I el siguiente diagrama conmuta

El limite directo (M, {g;}icr) se suele denotar lim M;.
—

Definicién 1.1.3. Si F = ((M;), (f;:)) y F' = (M), (f};)) son sistemas directos sobre el mismo conjunto
de indices, un morfismo 7 : F — F’ es una familia de morfismos de médulos 7; : M; — M/ tal que

e .
J5imi = 7jfji siempre que i < j.

Observacion 1.1.4. Cada morfismo de sistemas directos 7 : F — F’ induce de manera natural un morfismo

a nivel de sus limites directos 7 : lim M; — lim M/
— —

Denotamos a este morfismo lim 7;.
—

Teorema 1.1.5. Si ((M;), (fj:)) es un sistema directo en R-Mod, entonces existe su limite directo.

Demostracion. [EJOO, teo. 1.5.3]. O

Observacion 1.1.6. Debido a que verifica una propiedad universal, es sencillo mostrar que el limite directo
de un sistema directo es tinico a menos de isomorfismo.

El siguiente resultado nos permite expresar un médulo a través de sus submoddulos finitamente
generados. Junto con la proposiciéon que le sigue, nos seran de utilidad més adelante pues nos permitiran
mostrar que basta probar ciertas afirmaciones sobre el tensor (o sus functores derivados) en los médulos

finitamente generados.

Proposicion 1.1.7. Si M es un R-mddulo cualquiera, entonces M es el limite directo de sus submddulos

finitamente generados.

Demostracion. [EJ00, ejemplo 1.5.5 (2)]. O

Proposicién 1.1.8. Si N € R-Mod entonces el functor — @r N preserva limites directos, es decir, si
((M;), (fji)) es un sistema directo en Mod-R,

— —



Demostracion. [EJOO, teo. 1.5.7].

O

Definicién 1.1.9. Sean M, M’ , M" € R-Mody f: M' — M, g : M — M" morfismos de R-mdédulos.

Decimos que la sucesién M’ oM 2y M es exacta en M si Im f = kerg.

Observacion 1.1.10. La sucesion 0 — M’ L5 M es exacta en M’ si y solo si 0 = Im 0 = ker f, es decir,

siy solo si f es un monomorfismo.

. . ., g . . .
De manera similar, la sucesién M - M"” — 0 es exacta en M” siy solo si g es un epimorfismo.

Definiciéon 1.1.11. Una sucesién finita en R-Mod es exacta si lo es en cada uno de sus términos

(exceptuando los extremos).

Observacion 1.1.12. Si f : M’ — M es un monomorfismo de R-mdédulos, es posible completarlo a una

sucesion exacta de la siguiente manera: 0 — M’ N N M/Imf — 0

Andlogamente, si g : M — M" es un epimorfismo de R-mddulos, es posible completarlo a una sucesién
exacta de la siguiente manera: 0 — kerg < M -5 M” — 0

Proposicién 1.1.13. Los limites directos preservan las sucesiones exactas. Es decir, si F = ((M;), (f;:)),

F'o= (M), (f;:) y F" = (M]"),(f};)) son sistemas directos sobre el mismo conjunto de indices,

. {oi} - {m} &l i
y existen morfismos F' — F — F" tales que 0 — M — M; — M — 0 es exacta para cada
lim o; lim 7;

i € 1, entonces la sucesion 0 —— lim M/ ——— lim M; ——— lim M} —— 0 también es ezacta.
— — —

Demostracion. [EJ00, teo. 1.5.6].

O

A continuacién presentamos tres resultados que refieren a sucesiones exactas, y cuya prueba consiste

de una técnica llamada “diagram chasing”, es decir, perseguir elementos a través de los diagramas.

Teorema 1.1.14 (Lema de los cinco). Consideremos el siguiente diagrama en R-Mod conmutativo con

filas exactas:

P1 P

Ml ]\42 P2 M3 L3 M4 4 M5
J{f 1 J{f 2 J{f 3 J{f 4 J{f s
N, Y1 N, P2 Ns P3 N, Pa Ny

FEntonces:

1. St fo y fu son monomorfismos y f1 es un epimorfismo, f3 es un monomorfismo.
2. Si fo y f4 son epimorfismos y fs es un monomorfismo, f3 es un epimorfismo.

3. Si f1, fa, f1 y f5 son isomorfismos, f3 es un isomorfismo.

Demostracion. [CE56, ch.I, prop. 1.1].



Corolario 1.1.15 (Lema de los tres). Consideremos el siguiente diagrama en R-Mod conmutativo con

filas exactas:

My —2 My —Y s My

s
N, = N, - N
FEntonces:

1. Si f1 y f3 son monomorfismos, fo es un monomorfismo.
2. Si f1 y fs son epimorfismos, fa es un epimorfismo.

3. Si f1 y fs son isomorfismos, fa es un isomorfismo.

Demostracion. Es inmediato a partir del lema de los cinco.

O

Teorema 1.1.16 (Lema de la serpiente). Consideremos el siguiente diagrama en R-Mod conmutativo

con filas exactas:

® P

M, M>
J{fl J{fz
Ny Ny

® P’

M;
s
N3

Entonces existe una sucesion exacta (el morfismo ¢ se denomina morfismo de conexidn ):

5, N No N
ker fi — ker fo — ker f3 — Tmfy 7 Tmf 7 T

La razon del nombre del lema es el siguiente diagrama que lo resume:

Ny No N3
Im fy Im f2 Im f3
0 0 0

Demostracion. [HS71, ch.I1I, lema 5.1].



Observacidn 1.1.17. En la situacién anterior, si ademds ¢ es un monomorfismo y 1’ un epimorfismo, es

decir, si tenemos la siguiente situaciéon

0 My~ My —2 My 0
lfl lf2 lfs
0 NN, N 0
entonces obtenemos la sucesién exacta
5. N N. N.
0 — ker fi — ker fo — ker f3 — Im}l — Irn2f2 — Im;s — 0

Definicién 1.1.18. Decimos que una sucesién exacta 0 — M’ T M % M” — 0 se escinde si existe
un morfismo h : M"” — M tal que gh = idps.

s oz . . f 9 . .
Proposiciéon 1.1.19. Si la sucesion exacta 0 — M' — M — M" — 0 se escinde, entonces existe

un isomorfismo M ~ M’ & M".

Demostracion. [Rot09, prop. 2.28]. O

1.2 Functores de homologia y cohomologia

Introducimos ahora la categoria de complejos de moddulos, sobre la que definiremos los functores de

homologia y cohomologia.

Definicién 1.2.1. Sea R un anillo. Un complejo finito de R-médulos es una sucesion de R-modulos

d d dn—2 dn—1
M, —— My —2 .- —5 M,,_1 —— M, en la que d;,1d; = 0.
. .. . dn—2 dn—1 dn dni1
Andlogamente se define un complejo infinito -+ — M,y —— M, —— M, 1 —— ---
. dn_2 dn_1 dp, dny1
A los complejos de la forma IM: --- M, _1 M, M,4+1 —— --- les llamaremos
. dnt2 dnt1 dn dp—1
complejos ascendentes, y a los de la forma M:-.-- — M1 — M,, —— M, 1 —— --- les

llamaremos complejos descendentes.

Definicién 1.2.2. Si R es un anillo, la categorfa de los complejos ascendentes C*(R-Mod) es la que tiene

por objetos los complejos ascendentes de R-mddulos a izquierda

dnfz dn—l dn
M : . M, M,

dnt1

Mn+1

y por morfismos los morfismos de complejos, es decir, familias de morfismos £ = {f;} que hacen conmutar

el diagrama

dn—2 dp—1 d, dnt1
™M e — My —— M, —> M1 ——
lf J/fn—l lfn J/fn+1

On—2 On—1 1) On+1
N N, . N, ="y Ny 2t

Andélogamente se define la categoria de complejos descendentes Co(R-Mod).



Definicién 1.2.3. Un complejo infinito de R-mddulos es exacto si lo es en cada término.

Definicién 1.2.4. Definiremos ahora el enésimo functor de cohomologia, H™ : C*(R-Mod) — R-Mod,

de la siguiente manera:

e A nivel de objetos, si tenemos un complejo ascendente

dn—2 dn—1 d dn41

M: — My — M, —— My41 —
n kerd,, . .
entonces H™(IM) = Tmd. o Observar que esto tiene sentido, pues como d,,d,,_1 = 0 sabemos que
mdpn—1

Imd,_ 1 C kerd,,.

Llamamos a H™(IM) el enésimo grupo de cohomologia de M.

e A nivel de flechas, si tenemos un morfismo de complejos

dn oy dn d
M . n—2 Mn_l n—1 Mn Mn+1 n+1
if J/fnfl lfﬂ lfﬂ.«}l
Opn— On— On On
N s A N, % N, Nnﬂi%..
kerd,, ker 6,

entonces H"(f) : Tmd o
mdn—1 mon—1

se define de la siguiente manera:
e Consideramos el morfismo f, : M, — N,.
e Como tenemos el diagrama conmutativo

dn
Mn — Mn,+1

J{fn J{fn«#l
0

N, —— Npi1

podemos restringir nuestro morfismo a los nicleos, f, : kerd,, — ker §,.

e Considerando ahora el diagrama

kerd,, L) ker 6,

| |

ker d,, ker 0,
Imd, 1 Imd,_1
y observando que f,(Imd,—1) C Imd,_; (ya que si z € M, es tal que existe y € M,,_; con

dn—1(y) = x, entonces tenemos que f,,(z) = fndn-1(y) = dp—1fn-1(y) € Imd,,_1), podemos
erd, ker §,,

aplicar la propiedad universal del cociente para obtener un morfismo f;, :
Im dn,1 Im 57171

que hace conmutar el diagrama, al que definimos como H™(f).

Observar que tanto el restringir a los nicleos como el tomar el morfismo inducido en el cociente
son procesos que respetan el morfismo identidad y la composicién, y por lo tanto H"(id) = id,, y
H™(fg) = H"(f)H"(g), lo cual implica que H™ es, en efecto, un functor para todo n € N. Ademds, es

aditivo pues estos procesos también lo son.

Definicién 1.2.5. De manera andloga es posible definir el enésimo functor de homologia
H,, : Co(R-Mod) — R-Mod, considerando ahora los complejos descendentes.

9



El siguiente teorema exhibe el comportamiento de los functores de homologia en relaciéon a las

sucesiones exactas.

Teorema 1.2.6 (Sucesién exacta larga de homologia). Si 0 — X -5 Y 2 Z — 0 es una sucesién

exacta de complejos descendentes, entonces para cada n existe un morfismo d, tal que la sucesion

H, (f)

H,(X) Ho(Y) 20 f,(z) —2 s H,oy(x) 22D g, (v) 228 g (z)

es exacta.

Demostracidn. [Rot09, prop. 6.9], [Rot09, teo. 6.10].

Anélogamente, obtenemos el siguiente resultado para los functores de cohomologia.

Teorema 1.2.7 (Sucesion exacta larga de cohomologfa). Si 0 — X LY 5 Z — 0 es una sucesion

exacta de complejos ascendentes, entonces para cada n existe un morfismo 0, tal que la sucesion

H" (g)

H™(f) H"(g) On Hn-‘,—l(y) Hn+1(Z)

nt1
Hx) O gy 8 gy e gy 0,

es exacta.

1.3 Moddulos proyectivos, inyectivos y planos

1.3.1 Definiciones

Definicién 1.3.1. Sea R un anillo, y un functor F : R-Mod — Z-Mod.

e F es exacto a izquierda si la exactitud de una sucesion 0 — M’ -5 M 2y pm implica la exacti-

tud de 0 — F(M')" Fon™Y Foury .

e F es exacto a derecha si la exactitud de una sucesiéon M’ -2 M N N implica la exactitud

de FMY S ron™ W Frumy =0 .

o F es exacto si la exactitud de una sucesion 0 — M’ % M % M” — 0 implica la exactitud de

0 — F) L Frn™ Fury 0 .

Observacion 1.3.2. Es inmediato observar que si F : R-Mod — Z-Mod es exacto a izquierda, y

¥0 P1 w2 . .
0 — My — M; = M, = --- es una sucesion exacta, entonces la sucesion

0 — F(Mo) B F() B F ()15, ..

serd exacta en F(Mp) y en F(My).

. . ® @ ‘s
Andlogamente, si F es exacto a derechay --- — My 2 M, B My — 0 es una sucesién exacta,

entonces la sucesion

s FOMY B Fn Y B F () — 0

serd exacta en F(Mp) y en F(My).



De igual manera que con functores covariantes, tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.3. Sea R un anillo, y un functor contravariante F : R-Mod — Z-Mod.

. . . . ., @ P . . .
e F es exacto a izquierda si la exactitud de una sucesiéon M’ — M — M" — 0 implica la exacti-

tud de 0 — F(M") W Fn ™8 Fr) .

e F es exacto a derecha si la exactitud de una sucesién 0 — M’ 2 M RNV implica la exactitud

de FD ™% Frry — 0.

o F es exacto si la exactitud de una sucesion 0 — M’ % M % M” — 0 implica la exactitud de

0 — F ™Y F o9 Fory — o .

Observacion 1.3.4. Es posible hacer observaciones andlogas a la observacion 1.3.2 para el caso de functores

contravariantes.

Proposicion 1.3.5. Si M es un complejo de R-mddulos y F : R-Mod — R-Mod es un functor aditivo y
exacto, entonces H,(F(M)) ~ F(H,(IM)).

Como de costumbre, es vdlido el resultado andlogo para cohomologia.
Demostracion. [EJO0, ej. 2 seccién 1.4]. O

Nos dedicaremos ahora a recordar los functores Hom y tensor, y estudiar sus respectivas exactitudes.
1. (Hom covariante) Si R es un anillo y M € R-Mod, definimos Homp (M, —) : R-Mod — Z-Mod de
la siguiente manera:
e A nivel de objetos, si N € R-Mod entonces Homg(M, N) = Hom(M, N) en R-Mod, es decir, el
conjunto de los morfismos de R-médulos de M en N.
e A nivel de flechas, si tenemos un morfismo de R-mdédulos ¢ : N; — Ny entonces definimos
Homp (M, ) = ¢« : Hompr (M, N1) — Hompg (M, N3) como ¢.(f) = ¢f.
Es inmediato verificar que Hompg (M, —) asi definido es un functor.

Proposicién 1.3.6. El functor Homg (M, —) : R-Mod — Z-Mod es exacto a izquierda.

.. . . » P c e
Demostracion. Consideremos una sucesién exacta 0 — N’ — N — N’ . Nuestro objetivo es probar

que la sucesién 0 — Homp(M, N') £3 Hompg(M, N) 2N Homp(M,N") es exacta.

® (0, es inyectiva:

Sea f € ker @, es decir, f : M — N’ tal que ¢.(f) = ¢f = 0. Esto implica que ¢f(z) = 0 para
todo x € M, y como ¢ es inyectiva debe ser f(z) = 0 para todo € M, es decir, f = 0.

o Imp, C ker,:
Esto es directo pues .. (f) = Y. (of) = vpf =0 ya que o = 0.
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o kervy, C Imp,:

Sea g € ker,, es decir, g : M — N tal que ¢¥.(g) = ¥g = 0. Luego ¢g(x) = 0 para todo = € M,
por lo que g(z) € kertp = Im ¢ para todo = € M. Esto implica que para cada x € M existe un
unico n, € N’ (pues ¢ es inyectiva) tal que ¢(n,) = g(z). Por lo tanto la funcién f : M — N’
dada por f(x) = n, estd bien definida, y es facil verificar que f es un morfismo de R-mddulos.

Pero ¢, (f)(z) = ¢f(x) = ¢(n,) = g(x) para todo = € M por lo que ¢.(f) = g, es decir, g € Im ..
O

Observacion 1.3.7. El functor Homp (M, —) no es en general exacto a derecha; esto es, incluso si el
morfismo 9 : N — N’ en la sucesién exacta original es un epimorfismo, esto no implica que el morfismo
Yy : Homg(M, N) — Hompg (M, N"") también lo sea.

Consideremos por ejemplo R = Z, M = Zs y la sucesién exacta 0 — Z — Q — Q/Z — 0 donde

los morfismos considerados son la inclusién y la proyeccién canodnica.

El elemento % + Z € Q/Z tiene orden 2, por lo que es posible definir un morfismo de grupos
f:Zy — Q/Z dado por f(1+ 2Z) = % + Z. Esto nos dice que Homg(Z2,Q/Z) # 0. Sin embargo, Q no
tiene elementos no nulos de orden finito, por lo que Homy(Zy, Q) = 0.

Concluimos que el mapa 9, : Homyz(Z2, Q) = 0 — Homg(Z2, Q/Z) no puede ser sobreyectivo.

2. (Hom contravariante) Si R es un anillo y M € R-Mod, definimos Hompg(—, M) : R-Mod — Z-Mod

de la siguiente manera:

e A nivel de objetos, si N € R-Mod entonces Hompg (N, M) = Hom(N, M) en R-Mod, es decir, el

conjunto de los morfismos de R-moédulos de N en M.

e A nivel de flechas, si tenemos un morfismo de R-moédulos ¢ : N3 — N, entonces definimos
Hompg(p, M) = ¢* : Homp (N2, M) — Hompg (N1, M) como ¢*(f) = fe.

Es trivial verificar que Homp(—, M) asi definido es un functor contravariante.

Proposicién 1.3.8. El functor contravariante Hompg(—, M) : R-Mod — Z-Mod es ezacto a izquierda.
Demostracién. Consideremos una sucesién exacta N’ % N % N” — 0 . Nuestro objetivo es probar
que la sucesién 0 — Hompg(N", M) RN Homp(N, M) <5 Hompg(N’, M) es exacta.

e )" es inyectiva:

Sea f € ker¢*, es decir, f: N” — M tal que ¥*(f) = f¢ = 0. Esto implica que Im ) C ker f, pero
al ser 1) sobreyectiva tenemos que N = Im1 por lo que debe ser f = 0.

o Imy* C ker p*:
Observar que ¢*¢*(f) = ¢*(f¢) = fipp = 0 pues Yo = 0.
o kerp* C Imy*:
Sea g € ker ¢*, es decir, g : N — M tal que ¢*(g9) = g = 0. Definimos f : N” — M de la siguiente

manera: si n € N” entonces f(n) = g(x), donde € N es tal que 1p(x) = n (esto es posible pues 1)
es sobreyectiva).
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Veamos que f estd bien definida: si y € N es otra preimagen de n por v, entonces ¢(xz —y) = 0 por
lo que z — y € kerv) = Im ¢. Luego existe z € N’ tal que p(z) = x — y, y por lo tanto obtenemos
que g(z) — g(y) = g(x — y) = gp(2) = 0, ya que partimos de g € ker p*. Es fcil verificar que f es
un morfismo de R-modulos.

Finalmente, ¢¥*(f) = fi = g, ya que si tomamos z € N y n = ¢(z), entonces por definicién

9(x) = f(n) = f ().
O

Observacion 1.3.9. El functor Hompg(—, M) no es en general exacto a derecha; esto es, incluso si el
morfismo ¢ : N’ — N en la sucesién exacta original es un monomorfismo, esto no implica que el morfismo

©* : Homp (N, M) — Homp(N', M) sea un epimorfismo.

Como ejemplo podemos considerar nuevamente R = Z, la sucesiéon 0 — Z — Q — Q/Z — 0y
M=17.

Sabemos que Homz(Q,Z) = 0, y sin embargo Homyz(Z,Z) # 0 pues contiene a idz. Por lo tanto, no
es posible que el mapa ¢* : Homz(Q,Z) = 0 — Homg(Z, Z) sea un epimorfismo.

3. Analogamente a los puntos anteriores, si R es un anillo y M € Mod-R, es posible definir el functor
Hompg(M,—) : Mod-R — Z-Mod y el functor contravariante Homg(—, M) : Mod-R — Z-Mod, los

cuales al igual que sus contrapartidas para médulos a izquierda, son exactos a izquierda y no a derecha.

Observacion 1.3.10. En el caso en que M € R-Mod-S, podemos darle estructura de S-médulo a izquierda
al grupo Hompg (M, N) para todo N € R-Mod, definiendo la accién (sf)(m) = f(ms), y asi considerar
nuestro functor Hompg(M, —) como Homg (M, —) : R-Mod — S-Mod

Si en cambio consideramos el functor Hompg(—, M), podemos darle estructura de S-médulo a derecha
al grupo Hompg(M, N) para todo N € R-Mod, definiendo la accién (fs)(n) = f(n)s. De esta forma
podemos considerar nuestro functor Hompg(—, M) como Homp(—, M) : R-Mod — Mod-S.

De manera similar, si M € S-Mod-R podemos darle estructura de S-moédulo a derecha al grupo
Homp(M, N) para todo N € Mod-R, definiendo la accién (fs)(m) = f(sm), lo que nos permite considerar
nuestro functor Hompg (M, —) como Hompg (M, —) : Mod-R — Mod-S.

Si en este caso consideramos el functor Homg(—, M), podemos darle estructura de S-médulo a
izquierda al grupo Homp (M, N) para todo N € R-Mod, definiendo la accién (sf)(n) = sf(n). De esta
forma podemos considerar nuestro functor Hompg(—, M) como Homp(—, M) : Mod-R — S-Mod.

4. (Functor M ®p —) Si R es un anillo y M € Mod-R, definimos M ®pr — : R-Mod — Z-Mod de la
siguiente manera:

e A nivel de objetos, si N € R-Mod entonces M ®g N es el producto tensorial de médulos usual.

e A nivel de flechas, si tenemos un morfismo de R-médulos f : N; — N, entonces definimos
M@pr f=1d®Rrf: M r N1 — M ®gr N, que es un morfismo de grupos.

Es inmediato verificar que M ® g — asi definido es un functor.

Proposicién 1.3.11. El functor M ® g — : R-Mod — Z-Mod es ezacto a derecha.
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Demostracién. Consideremos una sucesion exacta N’ % N % N —5 0 . Queremos probar que la
id®¢ id ®%

sucesion M @r N/ —— M @r N —— M ®r N —— 0 es exacta.
e Imid®p C kerid ®:
Esto es directo, pues (id ®¢)(id ®p) = id @ = id ®0 = 0.

o kerid ®y C Imid ®¢:
Llamémosle F = Imid ®p. Ya vimos que E C kerid ®1, por lo que id ® induce un mapa en el
cociente ) : (M ®r N)/E — M ®r N” tal que o = id @1
Basta ver que 1,; es un isomorfismo, pues en ese caso tendriamos que ker id ®1) = ker 1Z7r =kerr=F

como buscamos.

Veamos entonces que zz; es un isomorfismo; para esto, construiremos su inversa. Definimos
f:MxN'"— (M®g N)/E de la siguiente manera: f(m,n) = m® x + F, donde z € N
es tal que 1 (z) = n (recordemos que 1 es sobreyectiva). Para ver que f estd bien definida, suponga-
mos que y € N es otra preimagen de n por v; entonces ¢(z —y) = 0, es decir, x —y € ker¢) = Im ¢,
por lo que existe z € N’ tal que ¢(z) =x —y y por lo tanto m ® (z —y) = m® p(z) € E.
Claramente f es R-bilineal, y por lo tanto induce un morfismo f: M ®@r N — (M ®r N)/E

dado por f(m ®n)=m® x+ FE donde 9(x) = n. Es inmediato verificar que f v 1 son inversas.

e id ® es sobreyectiva:

Si Y m; ®n; € M ®g N, entonces para cada i existe z; € N tal que ¥(z;) = n;, por ser 1
sobreyectiva. Luego id@y(> m; @ 2;) = > .m; @ ¥(x;) =D m; ® n;.

O

Observacion 1.3.12. El functor M ® p — no es en general exacto a izquierda; es decir, incluso si el morfismo
¢ : N’ — N en la sucesién exacta original es un monomorfismo, esto no implica que el morfismo
id®y: M ®@zr N' — M ®r N también lo sea.

Como ejemplo podemos considerar una vez mas R = Z, la sucesion 0 — 2 — Q — Q/Z — 0y
M = Zs.

Por un lado, sabemos que Zz ®z Z ~ Z3. Por otro lado, Z3 ®zQ = 0 pues si 1 ® § € Zz @z Q entonces

tenemosquex@%zx@%—(g:233@%:0@%:0.

Concluimos que id ®y : Zy Rz Z ~ Zo — Zs @7z Q = 0 no puede ser un monomorfismo.

5. (Functor — ® g M) De manera andloga al item anterior, si M € R-Mod definimos el functor
— ®pr M : Mod-R — Z-Mod.

Se puede probar que el functor — ® g M : Mod-R — Z-Mod es también exacto a derecha, y en
general no a izquierda.

Observacion 1.3.13. Si M € S-Mod-R y consideramos el functor M ® —, podemos darle estructura de
S-médulo a izquierda al grupo M @ N para todo N € R-Mod, definiendo la accién s(m @ n) = sm @ n.
De esta forma podemos considerar nuestro functor M ® g — como M ®r — : R-Mod — S-Mod.
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Si en cambio tomamos M € R-Mod-S y consideramos el functor — @ g M, podemos darle estructura
de S-mdédulo a derecha al grupo N @ g M para todo N € Mod-R, definiendo la accién (n®@m)s = n®@ ms.
De esta forma podemos considerar nuestro functor — ® g M como — ®g M : Mod-R — Mod-S.

Hemos visto entonces que los functores Homg (M, —) y Hompg(—, M) son exactos a izquierda, mientras
que los functores M ®p — y — ®gr M son exactos a derecha. Es natural preguntarse para qué R-médulos
M estos functores son exactos. Esta pregunta motiva la definicién de los médulos proyectivos, inyectivos

y planos con los que trabajaremos a menudo.

Definicién 1.3.14. Sea R un anillo, y M € R-Mod.

e M es proyectivo si el functor Hompg (M, —) es exacto.
e M es inyectivo si el functor contravariante Hompg(—, M) es exacto.

e M es plano si el functor — ® g M es exacto.

De manera similar, si M € Mod-R se define que M sea proyectivo, inyectivo o plano (para esto tltimo
utilizamos el functor M @g —).

Definicién 1.3.15. Sea R un anillo, y F' € R-Mod. Decimos que F' es fielmente plano si es un médulo
plano tal que para todo M € Mod-R el hecho de que M ®g F = 0 implica que M = 0.

1.3.2 Algunas caracterizaciones y resultados

Comencemos con algunas caracterizaciones y propiedades de los médulos proyectivos.

Proposicién 1.3.16. Sea R un anillo, y P € R-Mod. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P es un mddulo proyectivo,

2. para todo epimorfismo g : M — N y todo morfismo de R-mddulos f: P — N existe un morfismo
h: P — M que hace conmutar el siguiente diagrama

P
h
v
¢

M-—23N—0

8. P es sumando directo de un modulo libre.

4. toda sucesion 0 — A i> B L P — 0 se escinde.

Demostracion. (1 < 2). Observar que decir que el functor Hompg(P, —) es exacto es lo mismo que decir

que lleva epimorfismos en epimorfismos, pues Hompg (M, —) siempre es exacto a izquierda. Con esto en
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mente veamos la equivalencia.

Homp (P, —) es exacto <= Hompg (P, —) lleva epimorfismos en epimorfismos
<= para todo epimorfismo g : M — N, g, : Homg(P, M) — Hompg(P, N)
es un epimorfismo
<= para todo epimorfismo g : M — N y todo f € Homp (P, N) existe algiin
h € Homp(P, M) tal que g.(h) = f
<= para todo epimorfismo g : M — N y todo morfismo f : P — N existe un

morfismo h : P — M tal que gh = f

(2 & 3). [Rot09, teo. 3.5(1)].
(4 < 1). [Rot09, prop. 3.3].

O

Observacion 1.3.17. Es posible refinar el resultado anterior y probar que P es un moédulo proyectivo
finitamente generado si y solo si es sumando directo de R", es decir, de un médulo libre finitamente
generado ([Rot09, teo. 3.5(ii)]).

Utilizando que un mdédulo es proyectivo si y solo si es sumando directo de un médulo libre, obtenemos

de manera inmediata los siguientes resultados.

Corolario 1.3.18. Sea P = @ P;; entonces P es proyectivo si y solo si cada P; es proyectivo.
=

Veremos ahora cémo se relacionan los médulos proyectivos y los planos.
Proposicion 1.3.19. Todo mddulo proyectivo es plano.
Demostracion. Sea R un anillo. Sabemos que ¢ : R®r M — M definido como ¢(r ® m) = rm es un
isomorfismo, a partir de lo cual es inmediato verificar que R es un R-moédulo plano.

Por otro lado, consideremos el isomorfismo ¢ : (®M;) ®r N — @&(M; ®@r N) definido como
(- m;) ®@n) = Y (m; ® n). Sirecordamos que, dada una familia de morfismos {f; : 4; — B;},
tenemos que el morfismo f : ®A; — ®&B; dado por (> a;) =>_ fi(a;) es inyectivo si y solo si cada f; lo
es, no es dificil concluir que el médulo &M; es plano si y solo si cada sumando M; lo es.

Ahora, si P es un R-médulo proyectivo, sabemos que P es isomorfo a un sumando directo de R y
por lo tanto los hechos que acabamos de mencionar nos aseguran que P es un R-médulo plano.

O

Observacion 1.3.20. El reciproco de la proposicién anterior es falso, es decir, no todo médulo plano es

proyectivo. Veamos por ejemplo que QQ es un Z-médulo plano que no es proyectivo.

Si Q es un Z-mdédulo proyectivo, existe un Z-mdédulo libre F' de base {e;};cr tal que Q es un sumando

directo de F, es decir, existe una inclusién ¢ : Q = F' y una proyeccién 7 : F' = Q tales que m = idg.

(1) = Z a;e;
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donde a; € Z. Llamemos n = 1+ )" |a;|. Entonces

Zaiei =(1) =n(l/n) = aniei

para ciertos b; € Z, por lo que para cada i debe ser a; = nb;. Esto implica que n divide a a; para todo i,
y como n > a; para todo i, debe ser a; = 0. Por lo tanto ¢(1) = 0, lo cual es absurdo.

Por otro lado, sabemos que Q es un Z-médulo plano pues es el cuerpo de fracciones de Z, y si A es un

anillo conmutativo cualquiera y S un conjunto multiplicativo sabemos que S™'A es un A-médulo plano.

A pesar de que este reciproco es falso, en el apéndice mostramos una prueba (teorema A.2.19) de que

si es cierto si nos restringimos a los médulos planos finitamente presentados.

De manera similar a la proposicién 1.3.16, tenemos la siguiente caracterizacion de los médulos
inyectivos.

Proposicion 1.3.21. Si R es un anillo y E € R-Mod, entonces E es un mddulo inyectivo si y solo si
para todo monomorfismo f: M — N y todo morfismo g : M — E existe un morfismo h : N — E que

hace conmutar el siguiente diagrama

Corolario 1.3.22. Si E =@ E; y E es inyectivo, entonces cada E; es inyectivo.
iel

Demostracion. [Rot09, prop. 3.28(ii)]. O

En el caso de los médulos inyectivos tenemos un 1til resultado debido a R. Baer que nos permite

caracterizar el concepto dado por la definicién de una manera sustancialmente mas simple.

Teorema 1.3.23 (Criterio de Baer). Si E € R-Mod, entonces E es inyectivo si y solo si todo mapa
f:I— E, donde I C R es un ideal a izquierda, puede ser extendido a R.

Demostracion. [Rot09, teo. 3.30].

1.3.3 Resoluciones proyectivas, inyectivas y planas

Es posible probar ([Rot09, teo. 2.35, 3.38]) que la categoria de médulos sobre un anillo tiene suficientes
proyectivos e inyectivos. Esto quiere decir que si R es un anillo y M € R-Mod, entonces existe un médulo
proyectivo P € R-Mod y un epimorfismo P — M — 0 (decimos que podemos “cubrir” a M con un
proyectivo), y de manera dual existe un médulo inyectivo E € R-Mod y un monomorfismo 0 —+ M — E
(decimos en este caso que podemos “envolver” a M con un inyectivo). Utilizaremos este hecho para
construir resoluciones proyectivas e inyectivas.

17



Definicién 1.3.24. Sea R un anillo y M € R-Mod. Una resolucién proyectiva de M es una sucesién

exacta

dp d d d,
s Py 5P, — - P, B3PS PSS M —0

donde cada médulo P; es proyectivo.

Gracias a uno de los resultados mostrados en la seccién anterior, obtenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.3.25. Dado M € R-Mod, siempre existe una resolucion proyectiva de M.

Demostracion. Como la categoria R-Mod tiene suficientes proyectivos, sabemos de la existencia de un

R-moédulo proyectivo Py y un epimorfismo Py LN /) ; podemos considerar entonces la sucesiéon
exacta 0 — kerdy — Py 9o M 5 0 . Pero ker do € R-Mod, por lo que existe un proyectivo P; y un

epimorfismo Py s ker dy — 0.

Tenemos entonces la siguiente situacion

Py ————fll—:ff———» Py Do v 0
N
ker d
0 \ 0

Como f es un epimorfismo, Im¢f = Im¢ y por ser ¢ el morfismo inclusién tenemos Im ¢ = ker dy; luego
Imd; = kerdy y la fila superior en nuestro diagrama es exacta. Iterando este procedimiento construimos

una resolucién proyectiva de M.

O

Observacion 1.3.26. De la prueba de la proposicién anterior, junto con la observacién 1.3.17, es posible
deducir que si R es noetheriano a izquierda y M € R-Mod es finitamente generado entonces podemos

considerar resoluciones proyectivas de M en las que cada médulo P; sea también finitamente generado.

Esto se debe a que, por la observacion 1.3.17, podemos tomar Py finitamente generado, y luego por
ser R noetheriano a izquierda el submaédulo ker dy C Py sera también finitamente generado, por lo que

podemos cubrirlo con un P; finitamente generado, etc.
Definicién 1.3.27. Dada una resolucién proyectiva en R-Mod
dn+1 dz dl dU
p:--—Py—F = =P =P =F—=M—0

definimos para todo n > 1 la enésima sizigia de P, a la que notamos 2"IP, como kerd,,_1.

De manera similar, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.28. Sea R un anillo y M € R-Mod. Una resolucién inyectiva de M es una sucesién
exacta

d d d dn
0 —-M2E %5 FE B3 E — - —E, 5E, 1 —
donde cada moédulo E; es inyectivo.

Proposicién 1.3.29. Dado M € R-Mod, siempre existe una resolucion inyectiva de M.
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Demostracion. Como la categoria R-Mod tiene suficientes inyectivos, podemos encontrar un R-médulo

inyectivo Fy y un monomorfismo 0 — M Ao, Ey ; podemos considerar entonces la sucesion exacta
0— M % Ey = Eg/Imdy — 0 . Pero Ey/Imdg € R-Mod, por lo que existe un inyectivo F; y un
monomorfismo 0 — Ey/Imdy R E .

Luego podemos considerar el diagrama

0 0
\ /'
E()/Imd()
™ f
0— M2 F /\" E
0 iy > b

Como f es un monomorfismo, ker fr = ker m y por ser 7 la proyeccién candnica tenemos ker m = Im dp;
luego kerd; = Imdy y la fila superior en nuestro diagrama es exacta. Iterando este procedimiento

construimos una resolucién inyectiva de M.

O
Definicién 1.3.30. Dada una resolucién inyectiva en R-Mod
do d1 d2 dn+1
E:0—M —>FEy—F —FE —- -+ —E, —E,41 — -

definimos para cada n > 1 la enésima cosizigia de I, a la que notamos Q™ "I, como F,,/Imd,_.

Al igual que con los médulos proyectivos e inyectivos, definimos el concepto de resoluciones planas.

Definicién 1.3.31. Sea R un anillo y M € R-Mod. Una resolucién plana de M es una sucesién exacta

dp d d d,
s P S F,— - s B3R SRS M0

donde cada médulo F; es plano.

Observacion 1.3.32. Como todo médulo proyectivo es plano (prop. 1.3.19), sabemos que todo M € R-Mod

admite una resolucién plana.
Definicién 1.3.33. Si M € R-Mod y consideramos una resolucion plana de M
d, dy do,
F: .. —F, =>F_1— - —F —>F—M—20

definimos su enésima sizigia como O"IF = kerd,, .

A pesar de ser complejos con homologia trivial (son exactos), las resoluciones proyectivas, inyectivas
y planas son de gran interés pues, por ejemplo, nos permitiran construir los functores Ext y Tor, de los

que nos ocuparemos a continuacién.

Definicién 1.3.34. Si P y P’ son dos resoluciones proyectivas, decimos que f : P — P’ es un morfismo

de resoluciones si es un morfismo de complejos, al mirar la estructura de complejos de P y P’.

De manera anéloga se define el concepto de morfismo de resoluciones inyectivas.

19



Definicién 1.3.35. Sean M, N € R-Mod, f : M — N un morfismo de médulos y IP y P’ resoluciones
proyectivas de M y N respectivamente. Decimos que f : P — P’ es un levantamiento de f si es un

morfismo de resoluciones tal que el morfismo de mdédulos entre M y N es f, es decir, si es de la forma

dy do

P Poy1 24 p, Py P, Py M 0
if lfnJr 1 lfn lfz J/fl lfo lf
P Py 2 B Pt p gt N 0

donde el diagrama es conmutativo.

De igual manera se definen los levantamientos en las resoluciones inyectivas.

Dado un morfismo de médulos f : M — N y resoluciones proyectivas de M y N, nos interesa saber
si siempre es posible encontrar un levantamiento de f a las resoluciones. Esto viene garantizado por lo

siguiente.

Teorema 1.3.36. Dados M, N € R-Mod, f: M — N un morfismo de mddulos y P y P resoluciones

proyectivas de M y N respectivamente, existe un levantamiento f: P — P’ de f.

Demostracion. [Rot09, teo. 6.16].

O

Observacion 1.3.37. Dualmente, es posible demostrar la versién de este teorema para resoluciones inyec-

tivas.

1.4 Ext y Tor

Hemos visto que, dada una sucesién exacta 0 — 77 — T — T” — 0 , podemos aplicarle los functores

Homp(M, —), Homgr(—, M) y N ®g — para obtener las sucesiones exactas

0 — Homp(M,T') — Homp(M,T) — Hompg(M,T"),

0 — Hompg(T",M) — Hompg(T,M) — Hompg(T',M),

N®RT/4>N®RT*>N®RTH4>O

Los functores Ext% (M, —), Ext%(—, M) y Torf(N, —) son quienes vendrén a “corregir” de alguna manera
canonica la falta de exactitud de los functores Hom y tensor, permitiéndonos obtener sucesiones exactas

largas
0 — Hompg(M,T') — Homp(M,T) — Homp(M,T") — Extk(M,T') —

— Bxth(M,T) — BExth(M,T") — Exth(M,T") — BExt%(M,T) — -- -,

0 — Hompg(T", M) — Hompg(T, M) — Homg(T', M) — Exth(T", M) —

— Bxth(T, M) — Extp(T", M) — Ext3(T", M) — BExt%(T, M) — -- -,
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- — Tord(N,T) — Torf(N,T") — Torf(N,T’) — Torf(N,T) —

—— Torf(N,T") — NQrT' —— NRrT —— N@rT" — 0
Definamos primero los functores Ext’ (M, —) : R-Mod — Z-Mod

e A nivel de objetos, si N € R-Mod, consideramos una resolucién inyectiva de N
E: 0—-N%pg &g %
y aplicamos el functor Hompg (M, —) para obtener el complejo
Homp(M,E): 0 — Homp(M,N) %5 Homp(M, Ey) % Homp(M, E;) &5 ...

Como Hompg (M, —) es exacto a izquierda, este complejo es exacto en los dos primeros términos,

por lo que alli la homologia es cero. Para evitar esto, podemos considerar el complejo truncado
Homp(M,E®) : 0 — Homp(M, Ey) “n Homp(M, Ey) g2y Homp(M, E5) dog ..

y definimos entonces Ext’s (M, N) = H'(Hompg(M, E®)).

Observar que Ext% (M, N) = H(Homp (M, E®)) = kerd;,/Im0 ~ kerd;, = Imdo, ~ Homp(M, N).

e A nivel de flechas, si f: N — N’ es un morfismo de R-mdédulos, consideramos E y I’ resoluciones

inyectivas de N y N’ respectivamente y f : E — I’ un levantamiento de f

do dq do

E: 0 Eo E,
Js lf lfl |
E - 0 E0 E}

Aplicando el functor Hompg(M,—) a este diagrama conmutativo, obtenemos un morfismo
f. : Homg(M,E) — Hompg(M,E’) que al truncar las resoluciones nos da un morfismo
f.o : Homp(M,E,) — Hompg(M, E,), por lo que al aplicar el functor de cohomologia tendremos
Hi(f,,) : H(Homg(M,E,)) — H'(Hompg(M,E,)). Definimos entonces Ext’ (M, f) = H*(£,,).

Es posible probar (de manera andloga a [Rot09, teo. 6.20]) que la definicién de Exth (M, —) es inde-
pendiente de la eleccién de resoluciones inyectivas y de levantamientos de los morfismos; es decir, si
llamamos E&%(M ,—) al functor que se obtiene mediante la construccién anterior eligiendo otras resolu-
ciones inyectivas y levantamientos, entonces los functores Ext’ (M, —) y ET)&;%(M ,—) son naturalmente
isomorfos.

Los functores Ext’ (M, —) (con i > 0) son llamados los functores derivados del functor Hompg (M, —).

De manera similar definimos los functores Exts(—, M), Torl (N, —) y Tor®(—, M), tomando resolu-
ciones proyectivas en lugar de inyectivas en la construccién anterior. Estos seran a su vez los functores
derivados de los correspondientes functores.

Es importante remarcar el hecho de que los functores Tor!*(N, —) y Tor®(—, M) pueden ser calculados
a partir de resoluciones planas en lugar de resoluciones proyectivas, como muestra el teorema [Rot09, teo.
7.5].
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Observacion 1.4.1. A partir de la construccién, es inmediato que los functores Ext% (M, —) se anulan
en los modulos inyectivos para todo ¢ > 1, pues si F es inyectivo podemos partir de la resolucion
inyectiva 0 — E “% E — 0 . De manera similar, los functores Ext%(—, M) se anulan en los médulos
proyectivos para todo i > 1, y los functores Tor®(N, —) y Tor’(—, M) se anulan en los médulos planos

para todo ¢ > 1.

Proposicién 1.4.2. Los functores Ext’ (M, —), Ext’(—, M), Tor®(N, =) y Tor®(—, M) separan sumas

directas finitas. Es decir, existen isomorfismos

k k
Exty(M, P N;) ~ @) Extiz (M, N;)

j=1 j=1
Extly (D Ny, M) ~ €D Extly(N;, M)
j=1 j=1
k
Tor (N, M;) ~ €P Tor[ (N, M;)
j=1 j=1

k k
TorlR(@ N;, M) ~ @Torf(Nj, M)
j=1 j=1

Demostracion. [Rot09, props. 7.6, 7.21, 7.22]. O

. f g :
Teorema 1.4.3. Dada una sucesion exacta 0 — N’ — N — N — 0 ewxiste para cada n un mor-

fismo 6,, de manera que la sucesion
0 — Hompg(M,N’) — Hompg(M,N) — Hompg(M,N") S0, Extp(M,N') —
— BxtL(M,N) — ExthL(M,N") 2% Ext%(M,N') — Ext%(M,N) — -+ ,

es exacta.

Demostracion. Andloga a [Rot09, teo. 6.27].

O

Es posible obtener resultados similares para los functores Ext’(—, M), Tor® (N, —) y Tor®(—, M), lo

que implica la existencia de las sucesiones exactas largas ilustradas al comienzo de la seccién.

22



Capitulo 2

Preliminares de modulos

En este capitulo recordamos algunos conceptos de teoria de médulos, particularmente en el contexto de

las algebras de Artin.

Definicién 2.0.4. Decimos que A es un &lgebra de Artin sobre R (o a veces simplemente un édlgebra de

Artin) si A es un élgebra finitamente generada sobre R, donde R es un anillo conmutativo y artiniano.

2.1 Envolventes inyectivas y cubiertas proyectivas

Ya hemos comentado que para todo médulo M existe un médulo proyectivo P y un epimorfismo
P — M — 0, y un médulo inyectivo E junto con un monomorfismo 0 — M — E. Veremos ahora que

podemos tomar esos modulos de manera que sean “minimales”, en cierto sentido.

Definicién 2.1.1. Decimos que un submoédulo N C M es esencial en M si el hecho de que NN L =0
para algin submdédulo L C M implica que L = 0.

Definicién 2.1.2. Si M y E son médulos sobre el mismo anillo, decimos que E es una extensién esencial

de M si existe un monomorfismo ¢ : M — E tal que Im ¢ es un submodulo esencial en E.

Proposicion 2.1.3. Dados dos modulos M y E con M C E, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. E es una extension esencial maximal de M,
2. E es inyectivo y es una extension esencial de M,

3. E es inyectivo y no existe otro mddulo inyectivo B’ tal que M C E' C E.

Demostracion. [Rot09, lema 3.44]. O

Definicién 2.1.4. Dado un médulo M, decimos que un médulo E es su envolvente inyectiva si M C F

y se verifican los enunciados equivalentes de la proposicién anterior.

Teorema 2.1.5 (Eckmann-Schopf). Todo mddulo admite una envolvente inyectiva, unica a menos de

isomorfismos que dejan fijos los puntos de M.

Demostracion. [Rot09, teo. 3.45]. O
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Gracias al teorema anterior, en adelante notaremos E(M) a la envolvente inyectiva de M.

Definicién 2.1.6. El z6calo de un médulo M es el submédulo soc M = > .S;, la suma de todos los

submédulos simples de M.

Proposicién 2.1.7. Para cualquier médulo M se cumple que soc(M) = ({N C M : N es esencial en M}.

Demostracion. [AF92, prop. 9.7]. O
Proposicién 2.1.8. 1. E(@ M;) = @ E(M;)

2. Si R es un anillo artiniano y M un R-mddulo, entonces E(M) = E(soc M)

Demostracion. 1. [AF92, prop. 18.12(4)].

2. Como sabemos que F(M) es inyectivo, basta ver que la extensiéon soc M C E(M) es esencial.

Para esto, supongamos que N C E(M) es un submoédulo tal que (socM) NN = 0. Tenemos
entonces que M NN = 0, pues de lo contrario podemos considerar un elemento no nulo x € M NN
y luego (£) C M N N es un médulo artiniano, por lo que contiene un submédulo simple S C (z).

Tendriamos entonces que S C soc M, y entonces S C (soc M) N N, lo cual es absurdo.

Concluimos que si N C E(M) es tal que (soc M) N N = 0, entonces M NN = 0. Pero M C E(M)
es esencial, por lo que N = 0.

O

Definicién 2.1.9. Decimos que un submédulo N C M es superfluo en M si el hecho de que N+ L = M
para algun submdédulo L C M implica que L = M.

Definicién 2.1.10. Dado un médulo M, decimos que un par (P, 7) es una cubierta proyectiva de M si

P es un médulo proyectivo y 7 : P — M un epimorfismo tal que ker 7 es superfluo en P.

Proposicién 2.1.11. Sea M un mddulo y (P,7) una cubierta proyectiva de M. Si ¢ : P — P es un

morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

P
>l
— M

P

entonces ¢ debe ser un automorfismo.

Demostracion. Como ker 7 es superfluo en P, para ver que ¢ es un epimorfismo basta mostrar que

P =kerm + Imy. Esto se debe a que todo elemento p € P puede escribirse como p = p — ¢(p) + ¢(p),
donde (p — ¢(p)) € kerm y ¢(p) € Im .

Veamos ahora que ¢ es un monomorfismo. Ya sabemos que es sobreyectivo, por lo que podemos
considerar la sucesion exacta
[}
0 — kerp — P = P —0

Como P es proyectivo, esta sucesién se escinde (proposicién 1.3.16) por lo que existe un submdédulo

P’ ~ P tal que P = P’ @ ker ¢ (proposicién 1.1.19). Obtenemos entonces las siguientes inclusiones
P=P @kero C P dkerm C P
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de lo que concluimos que P = P’ @ ker, y por lo tanto P’ = P y ker p = 0.
O

Debido a esta proposicién, tiene sentido hablar de la cubierta proyectiva de un médulo, a la que
notaremos (P(M), 7).

A pesar de que la definicién de una cubierta proyectiva es dual a la de una envolvente inyectiva, no
es cierto que todo moédulo admita una cubierta proyectiva. Sin embargo, esto si sucede en el caso de

algebras de Artin para su categoria de médulos finitamente generados.

Definicién 2.1.12. Un anillo R es semiperfecto si todo R-mddulo finitamente generado admite una

cubierta proyectiva.

Teorema 2.1.13. Toda dlgebra de Artin es un anillo semiperfecto.

Demostracion. Se deduce de [Rot09, teo. 4.66].

2.2 Dualidades

Definicién 2.2.1. Un functor contravariante F : C — D es una dualidad si al ver F : C°? — D como un

functor covariante tenemos que es una equivalencia de categorias.

A continuacién definimos una dualidad valida para el caso de dlgebras de Artin que emplearemos mas
adelante.

Sea A un algebra de Artin sobre R. Por ser R un anillo artiniano, tiene un nimero finito de médulos
simples a menos de isomorfismo, digamos Si, ..., S, (esto se deduce inmediatamente de [AM69, prop.

8.3]). Tomemos E(S;) la envolvente inyectiva de cada uno de estos médulos simples, y consideremos
n

J =& E(S;). Claramente J es un R-mddulo inyectivo (a izquierda y a derecha, pues R es conmutativo).
i=1

Ademads, es posible probar ([ARS95, teo. 3.1, capitulo II]) que Hompg (M, J) serd finitamente generado
siempre que M lo sea, y que el functor contravariante Hompg(—, J) : R-mod — R-mod es una dualidad.
M4s atin, si M € A-mod y dotamos a Hompg (M, J) de estructura de A-médulo a derecha mediante
(fa)(m) = f(am) para todo a € A, f € Homg(M,J) y m € M, podemos probar ([ARS95, teo. 3.3,
capitulo II]) que la dualidad anterior puede extenderse a una dualidad Hompg(—, J) : A-mod — mod-A.
Notaremos D(—) = Homp(—, J).

Ademds de llevar A-mddulos a izquierda en A-mddulos a derecha, la dualidad D lleva mdédulos

proyectivos en inyectivos, y viceversa, como muestra la proposicién [ARS95, prop. 1.5(b), capitulo II].

Nuestro interés ahora es definir la traslacién de Auslander-Reiten. Para ello, introducimos los siguien-

tes conceptos.

Llamaremos (—)* al functor Hom4(—, A) : A-mod — mod-A. Este functor no es necesariamente una
dualidad, pero si lo es si nos restringimos a la categoria formada por los A-mé6dulos proyectivos (donde

las flechas son los morfismos de médulos), es decir, (—)! : A-proj — proj- A es una dualidad ([ARS95,
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prop. 4.3(c), capitulo II]). Si M € A-mod, podemos considerar
PP M—0

una resolucion proyectiva minimal de M, es decir, una resolucién proyectiva tal que mp : Py - M y
71 ¢ Py — ker mp son cubiertas proyectivas. Aplicando el functor (—)' obtenemos una sucesién exacta en
mod-A
¢ T o L ot t
0 — M*— Py — P{ — cokermj — 0

Denotaremos a coker i mediante Tr M, y le llamaremos la trasposicién de M. Dado que las cubiertas
proyectivas (y los conticleos) estdn determinados a menos de isomorfismo, sabemos que Tr M es tnico a

menos de isomorfismo para cada médulo M.

Puede probarse ([ASS06, prop. 2.1(c), capitulo IV]) que Tr M = 0 si y solo si M es proyectivo, por
lo que la correspondencia Tr : A-mod — mod-A que a cada mdédulo le asocia su trasposicién no puede

dar lugar a una dualidad. Esto motiva las siguientes definiciones.

Para dos A-médulos M, N, definimos P(M,N) C Homa (M, N) (respectivamente Z(M, N)) como
el subconjunto formado por los morfismos que se factorizan a través de un A-médulo proyectivo (resp.

inyectivo).

Es facil ver que P(M,N) es un submédulo del R-médulo Homy(M,N), y que ademds si
f € PM,N), g € Homa(N,L) y h € Homa (K, M), entonces gf € P(M,L) y fh € P(K,N), por
lo que esto define un ideal P en A-mod.

Podemos entonces considerar la categoria A-mod = A-mod /P, cuyos objetos son los mismos que en
A-mod, y si M, N € A-mod entonces los morfismos de M a N consisten en los elementos del cociente
Hom 4 (M, N) = Homa(M,N)/P(M,N). A esta categoria le llamamos categorfa proyectivamente estable.

Dualmente, podemos definir la categoria inyectivamente estable, a la que notamos A-mod, cuyos
objetos coinciden con los de A-mod, y si M, N € A-mod entonces los morfismos de M a N consisten en
Hom (M, N) =Homu(M,N)/Z(M,N).

Observacion 2.2.2. Siun morfismo f : M — N se factoriza a través de un proyectivo, entonces se factoriza

a través de la cubierta proyectiva de N. Esto se debe a que, si tenemos el diagrama conmutativo

M—1 N

N

debe existir un morfismo g : P — P(N) de manera que el diagrama

P
g .-~
L7 J{fQ
L
T

P(N) ™3 N —— 0
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conmute. Luego, combinando la informacién, obtenemos el diagrama conmutativo

M ! N
P N
PN
P(N)

por lo que f se factoriza a través de P(N).

Observacion 2.2.3. A partir de nuestras definiciones, obtenemos ([ARS95, prop. 1.9(a), capitulo IV]) que
la dualidad D : A-mod — mod-A induce una dualidad A-mod — mod-A.

Si nos restringimos a estas categorias, obtenemos que Tr : A-mod — mod-A induce una dualidad
([ASS06, prop. 2.2, capitulo IV]).

Finalmente estamos en condiciones de presentar la traslacién de Auslander-Reiten, la cual se define
como la composicién 7 = D Tr. Es posible probar ([ARS95, prop. 1.9(b), capitulo IV]) que 7 : A-mod —
mod-A es una equivalencia de categorias, con inversa 7! = Tr D : mod-A — A-mod.

Por ultimo citamos la férmula de Auslander-Reiten, que involucra los conceptos anteriormente men-

cionados.

Teorema 2.2.4. Si M, N € A-mod, entonces existen isomorfismos naturales en ambas variables

Ext}y (M, N) ~ DHom ("' N, M) ~ DHom (N, M)

Demostracion. Este resultado fue probado originalmente en [AR75]; ademds, la prueba presentada en
[ASS06, teo. 2.13] es también valida para el caso en que A es un algebra de Artin. O

2.3 Descomposiciones en indescomponibles

Recordamos la siguiente definicién, esencial para nuestro trabajo méas adelante.

Definicién 2.3.1. Un médulo M es indescomponible si no puede descomponerse en suma directa de dos

submodulos propios.

Teorema 2.3.2 (Krull-Schmidt). Si M es un mdédulo no nulo de longitud finita, entonces M admite
una descomposicion finita M = My ® Ms & --- & My, donde cada M; es indescomponible. Ademds, esta

descomposicion es iUnica a menos de isomorfismos (o permutaciones de los sumandos).
Demostracion. [AF92, teo. 12.9]. O
Si A es un dlgebra de Artin entonces es un anillo artiniano y noetheriano, por ser finitamente generado

sobre R (recordemos que por el teorema de Hopkins ([AF92, teo. 15.20]) el hecho de que R sea artiniano

implica que también es noetheriano). Luego, si M € A-mod, entonces M es un mdédulo artiniano y
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noetheriano y por lo tanto tiene longitud finita. Esto implica que en la categoria A-mod es valido el

teorema de Krull-Schmidt para todo mddulo finitamente generado.

k
En adelante, cuando consideremos una descomposiciéon M = @ M;** en submédulos indescomponibles,
i=1
asumiremos que M; % M; siempre que i # j.
Definicién 2.3.3. Un elemento e € A se dice idempotente si e2 = e. Decimos que un conjunto

{e1,€2,...,e,} de elementos idempotentes es un sistema

n
e completosil = > e,
i=1

e ortogonal si e;e; = 0 siempre que i # j,
e primitivo si e; = x + y con z,y idempotentes ortogonales implica que x =0 o0 y = 0.

Proposicion 2.3.4. Si A es un dlgebra de Artin que admite una descomposicion A=P, &P, ®---® P,
en proyectivos indescomponibles, y escribimos 1 = ey + ea + -+ + e, entonces {e1,ea,...,e,} es un

sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos.

Reciprocamente, si {e1,ea,...,e,} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,

entonces A = Aey @ Aex @ -+ - @ Ae,, es una descomposicion en mddulos proyectivos indescomponibles.

Demostracion. [ARS95, prop. 4.8, capitulo I]. O

Observacion 2.3.5. Si A es un algebra de Artin que admite una descomposicion A =P, & P, @ ---d P,
en médulos proyectivos indescomponibles, entonces estos son todos los A-mdédulos proyectivos indescom-

ponibles finitamente generados, a menos de isomorfismo.

Esto se debe a que si P € A-mod es un proyectivo indescomponible, debe existir un médulo Q € A-mod
y un natural m tal que P & Q ~ A™. Luego, si descomponemos a () como suma de subméddulos

indescomponibles, digamos @Q = Z Q;, obtenemos que P& Q1 & ---® Qr v P" & P} @ P s

dos descomposiciones de A™ en submodulos indescomponibles, por lo que el teorema de Krull-Schmidt

nos asegura que P ~ P; para algun i € {1,...,n}.

Corolario 2.3.6. Si A es un dlgebra de Artin y {e1,ea,...,e,} es un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos, entonces hay exactamente n clases de isomorfismo de los mdédulos simples en
A-mod.

Demostracion. La prueba se deduce de la proposicién anterior, junto con [ARS95, teo. 4.4(b), 4.4(c),
capfitulo I].

O

Aplicando la dualidad D a la proposicién anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.7. Si{ej,eq,...,e,} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
entonces D(Aa) = D(e1A) @ D(exA) @ --- @ D(e,A) es una descomposicion en mddulos inyectivos

indescomponibles, y todo otro inyectivo indescomponible E € A-mod es isomorfo a algin D(e;A).
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Capitulo 3

Algebras de caminos

3.1 Generalidades

Definicién 3.1.1. Un quiver @ es un grafo dirigido, es decir, una cuaterna @ = (Qo, @1, s,t) donde Qg
es el conjunto de puntos (o vértices), Q1 es el conjunto de flechas (o aristas), y s,t: Q1 — Qo son dos

mapas que a cada flecha le asocian su vértice de origen y su vértice final, respectivamente.

Es comun denotar por «: @ — b a una flecha o € @, tal que s(a) = a y t(a) = by decir que a va de

a en b, y por (Qo, Q1) o simplemente @ al quiver cuando no hay lugar a confusién.

Definicién 3.1.2. Sea Q = (Qo, @1, 5,t) un quiver y a,b € Qp. Un camino de largo [ de a a b es una
secuencia (alaq, ag, ..., oq|b) donde ay, € @ para todo k <,y se cumple que s(a1) = a,t(ag) = s(og+1)
y t(al) =b.

Llamaremos ; al conjunto de todos los caminos en @ de largo .

Observacion 3.1.3. Dado un punto a € @y, siempre es posible asociarle un camino de largo 0, llamado el

camino trivial, que consiste de 7, = (al|a).

Definicién 3.1.4. Dado un quiver ) y un cuerpo k, definimos el algebra de caminos k() como la
k-algebra cuyo k-espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de todos los caminos en ) de
longitud I > 0, y donde el producto de dos vectores de la base (a|ay, ag,...,q|b) v (c|B1, P2, - .., Brld)

se define como

(alalaoQ,"' aal‘b)(c|615627"'7ﬁk)‘d) = 6bC(a|ala' "7alaﬁ17"' 56k|d)

siendo &y la delta de Kronecker.

Se deduce directamente de la definicién que dimy Q = Y #Q.
1>0

Definicién 3.1.5. Una relacién en @) con coeficientes en k es un elemento en k@

p = zn: )\Z‘O[i
i=1

donde los A\; € k no son todos nulos y los a; € @ son caminos de largo al menos 2 de manera que
s(e) = s(ay), tlay) = t(ay), para todos 4,5 € {1,...,n}.
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Asumiremos en adelante que Q) es un grafo conexo y finito, es decir, que tanto g como () son

conjuntos finitos. Llamaremos R al ideal bildtero de k@ generado (como ideal) por los caminos de Q).

Definicién 3.1.6. Decimos que un ideal I del dlgebra de caminos k@ es admisible si existe n > 2 tal
que Ry C I C Ré.

Al par (@, I) se le llama quiver con relaciones.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos @ el quiver dado por

9 13&

e I el ideal de k@ generado por las relaciones o2, Sa.

En este caso I es trivialmente admisible, pues I = R?;).

Ejemplo 3.1.8. Tomemos ahora @ el quiver dado por
2 B

) N

N

1)

e I el ideal de k@ generado por las relaciones Ba — dvy, A3, A3. En este caso I también es admisible,

pues es facil ver que R4Q clcC R?;).
La siguiente proposicién (que hace uso de la finitud de @) nos asegura que los cocientes de la forma

k@Q/I con I un ideal admisible son dlgebras de Artin sobre k.

Proposicién 3.1.9. Si I es un ideal admisible de kQ, entonces kQ/I tiene dimensidn finita sobre k.

Demostracion. [CLS82, prop. 2.3.3]. O

3.2 Modbdulos simples, y proyectivos e inyectivos indescomponi-
bles

Nuestro objetivo en lo que resta del capitulo serd presentar de una manera mas “visible” quiénes son los
mddulos simples y los proyectivos e inyectivos indescomponibles en un 4lgebra del tipo A = k@/I. Para
esto introducimos la nocién de representacion de un quiver con relaciones, y su conexién con los médulos

del dlgebra A.

Definicién 3.2.1. Una representacién del quiver @ es un par V = ((,), (fo)) que cumple lo siguiente:

e A cada vértice a € Qg le corresponde un tnico k-espacio vectorial V.

e A cada flecha a: a — b en @ le corresponde una unica transformacion lineal f, : V, — V.
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Definicién 3.2.2. Si V = ((V,), (fa)) vy V' = ((V)), (f.)) son representaciones de @, un morfismo de
representaciones ¢ : V' — V' consiste de una familia ¢ = (¢,) = (pq : Vo = V) de transformaciones
lineales, una por cada vértice de @, de manera que para cada flecha « : a — b el siguiente cuadrado

conmuta
V. % Vi
l@a l@b
f/

!/ @ !
V, —V,
Decimos que V' es de dimensién finita si cada V, lo es como k-espacio vectorial.

Si V = ((V,),(fa)) es una representaciéon de @ y v = (a]ay, s, ..., axlb) es un camino no trivial,
podemos evaluar V' en « de la siguiente manera:

V(V):Va‘)va V(’Y):fakfagfozl

Esta definicién se extiende naturalmente a las k-combinaciones lineales de caminos con iguales puntos de

partida y llegada, lo cual da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 3.2.3. Sean () un quiver, V' una representaciéon de @ e I un ideal admisible de k@. Decimos

que V satisface las relaciones en I si V(p) = 0 para toda relacién p € I.

En adelante llamaremos Rep, (@, I) (respectivamente rep, (Q, I)) a la categoria de representaciones de
Q (resp. de dimensién finita) que satisfacen las relaciones en I, es decir, a la categoria de representaciones

del quiver con relaciones (Q, ).

La siguiente proposicién nos dice cémo hallar el zécalo de una representacién dad de (@, I).

Proposicién 3.2.4. Sea V = ((V,), (fa)) una representacion de (Q,I), donde I es un ideal admisible de
kQ. Entonces socV =W, donde W = (W,), (ga)) se define de la siguiente manera: g, = 0 para toda

flecha o, y si a es un vértice del cual no salen morfismos no nulos, entonces W, = V,,; en caso contrario,

definimos
Wo= () ker(fo:Va—Vp)
aza—b
Demostracion. [ASS06, lema 2.2(b), capitulo III]. O

Si I es un ideal admisible de k@, es posible considerar la k-dlgebra A = k@/I junto con sus categorias
de médulos A-Mod y A-mod, o el quiver con relaciones (@, I) junto con sus categorias de representaciones
Rep, (@, I) y rep (@, I). Veremos a continuacién cémo se relacionan dichas categorias, lo que nos permitird
comprender el motivo por el cual nos centramos en las representaciones de quivers con relaciones en

nuestro intento de visualizar las categorias de mddulos del algebra A.

Teorema 3.2.5. Las categorias A-Mod y Rep, (@, I) son k-equivalentes.
Demostracion. Nos limitaremos a comentar la definicién de la equivalencia F' : A-Mod — Repy(Q, I):

e A nivel de objetos, si M es un A-médulo y a un vértice de @, definimos V, = 7,M donde 7, es la
clase del camino trivial 7, en A =kQ@Q/I. Si o : a — b es una flecha en @, definimos f, : V, =V,

como la multiplicacién por @, es decir, f,(Tom) = TpaT,m.

De esta manera, definimos F(M) = ((Va), (fa))-
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e A nivel de flechas, si ¢ : M — M’ es un morfismo de médulos, definimos F(p) : F(M) — F(M’)
como F(¢) = (¢a), donde si a es un vértice de Q entonces ¢, : V, — V! es tal que ¢(T,m) =

Tap(m).

Las verificaciones de que F'(M) es una representacion de (@, I), F'(¢) es un morfismo de representaciones
y que F es un functor, y méds atn, una k-equivalencia de categorias, pueden encontrarse en [CLS82, teo.
1.3.1). 0

Es posible restringir la equivalencia del teorema anterior para obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.2.6. Las categorias A-mod y repy(Q, I) son k-equivalentes.
Demostracion. [CLS82, teo. 4.3.2]. O

Para avanzar hacia nuestros resultados principales, que describen las representaciones correspondien-
tes a los modulos simples y proyectivos e inyectivos indescomponibles, haremos uso de los resultados
mencionados en el capitulo anterior que relacionan a dichos médulos con ciertos elementos idempotentes
del algebra. Nos interesa, por lo tanto, encontrar un sistema completo de idempotentes ortogonales

primitivos para nuestras algebras en cuestion.

Proposicién 3.2.7. Si kQ es un dlgebra de caminos e I un ideal admisible de kQ, entonces {Tq}acq,

es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de kQ/I.
Demostracion. [CLS82, prop. 2.3.1]. O

Finalmente, veamos una descripcién de las representaciones correspondientes a los médulos simples y

a los proyectivos e inyectivos indescomponibles.

Si a es un vértice de @, denotaremos por S(a) a la representacién S(a) = ((S(a)s), (fo)) dada por

. ,  fa = 0 para toda flecha «
k sib=a

{O sib#a
Claramente S(a) es una representacién de (@, I) para todo ideal admisible I, y al no poseer ninguna
subrepresentacién propia no trivial, es una representacién simple.

Es inmediato observar que si #Qo = n entonces los S(1),...,S(n) son representaciones simples no iso-
morfas dos a dos. Mds atn, los A-mddulos correspondientes a las representaciones simples S(1),...,S(n)
seran modulos simples y cualquier otro A-mdédulo simple serd isomorfo a uno de ellos, pues el corolario
2.3.6 junto con la proposicién 3.2.7 nos aseguran que tendremos exactamente n médulos simples a menos

de isomorfismo, uno por cada vértice.

Para encontrar las representaciones correspondientes a los A-mdédulos proyectivos indescomponibles,
recordando las proposiciones 2.3.4 y 3.2.7, basta aplicarle nuestro functor F' construido en la equivalencia

del teorema 3.2.5 a los médulos de la forma AT, para cada vértice a en Q.

Por lo tanto, si a es un vértice de ) y consideramos el A-mdédulo proyectivo indescomponible A7,
obtenemos que la representacién de (@, I) asociada a este médulo es P(a) = ((P(a)p), (fa)), definida de

la siguiente manera:
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e Por definicién del functor F', es
P(a)b = F(A?a)b =T AT, = 7(,(1[(@/])7(1 = (TkaTa)/(TbITa)

Obtenemos entonces que P(a), es el k-espacio vectorial que tiene como base todos los caminos
a€ Adeaenbd.

e Si a:b — ces una flecha entonces f, : P(a), = P(a). estd dado por la multiplicacién a izquierda

por a.

De manera similar, si D(7,A4) es un A-médulo inyectivo indescomponible, tenemos que la repre-
sentacién de (@, I) asociada a este médulo es E(a) = ((E(a)p), (fa)), donde E(a); es el dual del k-espacio
vectorial que tiene como base todos los caminos @ € A de b en a, y si a : b — ¢ es una flecha entonces
fo: E(a)y — E(a). estd dado por el dual de la multiplicacién a derecha por @.

Veamos a modo de ejemplo las representaciones correspondientes a los médulos simples y proyectivos
e inyectivos indescomponibles de las dlgebras k@ /I de los ejemplos 3.1.7 y 3.1.8.

Ejemplo 3.2.8. Recordemos que nuestro primer caso era el del quiver @) dado por

2P 13a

e I el ideal de k@ generado por las relaciones o2, fSa.

En este ejemplo, las representaciones correspondientes a los médulos simples seran

5(1):()&11«30, S(2):k<LOQo

los proyectivos indescomponibles seran

P(1);kMkQQ[gg], P(2):S(2):k<0—030

y los inyectivos indescomponibles

E(l):0<0—k2©[85], E(2):k<#]ki)o

Ejemplo 3.2.9. Veamos qué sucede al considerar el quiver () dado por
2 B

) N

N

1
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e I el ideal de k@ generado por las relaciones Ba — §v, A3, A%

En este caso, las representaciones correspondientes a los médulos simples seran

0 k
>N 7N
0 k 0 0

S(1 o, S(2): 0
o\o/o o o\o/o J
N N

S(3) : 0 0 o, S k 0 0
N o ) A )

(8] " wo 0
0 0 0 0 0 0
E(3) k/ \0307 E(4) = S(4) ]k/ \030
N N o
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Capitulo 4

Dimensiones homoldgicas

4.1 Dimensiones homoloégicas en R-Mod

4.1.1 Dimensién proyectiva e inyectiva
Recordemos que si R es un anillo y M un R-mddulo, siempre es posible encontrar una resolucién proyectiva
de M. En el caso en que la resolucién sea finita, es decir, de la forma
do dq do
P:0—P, — - — P =P —FPh—M—20

diremos que la resolucién es de largo n y lo notamos length P = n; si es infinita diremos que tiene largo

infinito, y notamos length P = oco.
De manera analoga hablaremos del largo de una resolucién inyectiva de M.
Definicién 4.1.1. Si R es un anillo y M € R-Mod, definimos la dimensién proyectiva de M como
l.pdr M = inf{length P : P es una resolucién proyectiva de M}
y la dimensién inyectiva de M como
l.idg M = inf{lengthIE : IE es una resolucién inyectiva de M}
donde las resoluciones son tomadas en R-Mod, claramente.
De manera similar tenemos las versiones a derecha, es decir, si M € Mod-R se definen
r.pdp M = inf{length P : P es una resolucién proyectiva de M}

r.idg M = inf{lengthE : IE es una resolucién inyectiva de M}
donde las resoluciones son tomadas en Mod-R.
En algunas ocasiones denotaremos a la dimensién proyectiva de M € R-Mod simplemente por 1. pd M,

o incluso pd M cuando no hay lugar a confusién respecto al contexto en el que estamos trabajando.

Haremos lo mismo con la dimensién inyectiva de M.

Observar que en cierto sentido las dimensiones proyectiva e inyectiva de un médulo miden qué tan
lejos estd el médulo de ser proyectivo o inyectivo, respectivamente. De acuerdo con esta idea, tenemos la

siguiente observacion trivial.
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Observacion 4.1.2. Si M € R-Mod, entonces pd M = 0 si y solo si M es proyectivo. De la misma manera,
id M = 0 si y solo si M es inyectivo.

Recordemos (definicién 1.3.27) que dada una resolucién proyectiva de M
ds ds do
P:0—P — - - P =P —>F—M—20

se define la enésima sizigia como Q"P = kerd,,_1.

Es claro que las sizigias no solo dependen de M sino también de la resolucién proyectiva elegida. Sin
embargo, es posible probar (mediante una sencilla generalizacién del lema de Schanuel, [Rot09, prop.
3.12]) que dadas P y P’ dos resoluciones proyectivas de M y n € N, Q" y Q"P’ son proyectivamente
equivalentes, es decir, existen proyectivos Q1 y Q2 tales que Q"P @& Q1 ~ Q"P’ @ Q.

Tenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.1.3. Sea M € R-Mod y P, P’ dos resoluciones proyectivas de M.

1. Para cadan € N y cada N € R-Mod tenemos Extg(Q"P, N) ~ Extr(Q"P’, N).

2. Para cadan > 1y cada N € R-Mod tenemos Exts™ (M, N) ~ Extp(Q"P, N).

Demostracion. 1. Como Q"P y Q"IP’ son proyectivamente equivalentes, existen proyectivos Q1 y Q2
tales que Q"P & Q1 ~ Q"IP’ ® Q2. Tenemos luego que

ExtRr(Q"P @ Q1, N) ~ Extp(Q"P, N) @ Exth(Q1, N) ~ Exts(Q"P, N)
recordando que Ext}%(Qh —) = 0 por ser )1 proyectivo, y por lo tanto

Exth(Q"P, N) ~ ExtL(Q"P @ Q1, N) ~ Exth(Q"P’ @ Q2, N) ~ Exth(Q"P’, N)

2. Esto es inmediato si recordamos que el calculo de Extlk es independiente de la eleccién en las

resoluciones, y observamos que la resolucién proyectiva de M

e — Pn+1d$1Pn - P PSP 0
\« A
QP
0 S 0
da lugar a una resolucién proyectiva de Q"

s P M P, M onp g
O

Mostramos ahora una caracterizacion de la dimension proyectiva de un médulo M mediante los
functores Extz}z(M ,—): generalizando el hecho de que pd M = 0 si y solo si M es proyectivo, y que esto
sucede a su vez si y solo si Extp(M,—) = 0, veremos que pd M < n si y solo si Ext};t (M, —) = 0.
Ademas, veremos qué sucede con las sizigias de las resoluciones proyectivas de un moédulo con dimensién
proyectiva finita.
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Proposiciéon 4.1.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para M € R-Mod.

1. pd M <n,

2. Exth(M,N) =0 para todo N € R-Mod y todo k > n + 1,

3. Ext™ (M, N) = 0 para todo N € R-Mod,

4. toda resolucion proyectiva de M tiene su enésima sizigia proyectiva,

5. existe una resolucion proyectiva de M cuya enésima sizigia es proyectiva.

Demostracion. (1 = 2). Si pd M < n existe una resolucién proyectiva de M
0—F, —P,1— - —P =P —M—20

con P, = 0 para todo k > n + 1. Por lo tanto, los mapas dj, : Hompg(Py—1, N) — Hompg(Py, N) son el
mapa nulo para todo k > n + 1, lo que implica que EX‘L%(M, N) =0 para todo k > n + 1.

(2 = 3). Es obvio.

(3 = 4). Supongamos que P es una resolucién proyectiva de M, y consideremos su enésima sizigia
Q"P. Por la proposicién anterior sabemos que Ext?;l(M ,N) ~ EXt}%(Qn]P, N). Empleando la hipdtesis
obtenemos que Extp(Q2"P, N) = 0 para todo N € R-Mod, es decir, que Q"P es proyectivo.

(4 = 5). Es obvio.
(5 =1). Consideremos una resolucién proyectiva de M
r....—-P,—P,1— - —P =P —M—0
tal que Q" P es proyectivo. Tenemos entonces que
0— QP — P ™3 . PPy %0

es una resolucién proyectiva de M (la sucesién es exacta por construccién) que tiene largo n, por lo que
pd M < n.

O
Corolario 4.1.5. Si 0 — M' — M — M" — 0 es una sucesidn exacta en R-Mod tal que M es
proyectivo y M" no lo es, entonces pd M =1+ pd M’.
Demostracion. Si fijamos N € R-Mod, sabemos por el teorema 1.4.3 que existe para cada n € N un
morfismo §,, que hace que la siguiente sucesion sea exacta
Ext}y(M, N) — Exth(M’, N) 25 Ext’%H (M”, N) — Ext’t (M, N)
Pero M es proyectivo, por lo que Extz(M, N) = 0 para todo N € R-Mod y todo n > 1 y luego es
0 — Exth(M',N) 2% Ext’s (M”,N) — 0

Esto implica que §,, es un isomorfismo, por lo que Ext?'l(M " N)~Exty(M',N), y esto es cierto para
todo N € R-Mod. Como ademas M” no es proyectivo sabemos que Ext(M”, —) # 0, por lo que el nivel
a partir del cual se hard nulo el functor Extz(M", —) serd, debido al isomorfismo, precisamente cuando se

anule el functor Ext%_l(M ' —). Aplicando la proposicién anterior concluimos que pd M"” =1+ pd M’.

O
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Como de costumbre, las proposiciones anteriores tienen su version para médulos inyectivos, obteniéndose

los siguientes resultados.

Proposicion 4.1.6. Sea N € R-Mod y E, E’ dos resoluciones inyectivas de N.

1. Para cadan € N y cada M € R-Mod tenemos Extp(M,Q "E) ~ Extp(M,Q "E’).
2. Para cadan > 1 y cada M € R-Mod tenemos Extst (M, N) ~ Exty(M, Q"E).

Proposicion 4.1.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para N € R-Mod.

1. ildN <n,

2. Exth(M,N) =0 para todo M € R-Mod y todo k >n + 1,

3. Ext%“(M7 N) =0 para todo M € R-Mod,

4. toda resolucion inyectiva de N tiene su enésima cosizigia inyectiva,

5. existe una resolucion inyectiva de N cuya enésima cosizigia es inyectiva.

Ademsds de esto, el criterio de Baer (1.3.23) nos permite probar el siguiente resultado.
Proposicién 4.1.8. Un mddulo M € R-Mod es inyectivo si y solo si Exty(R/I, M) = 0 para todo ideal
I CR.
Demostracion. Si M es inyectivo, sabemos que Ext};,/(]\f7 M) = 0 para todo N € R-Mod, por lo que en

particular es cierto nuestro enunciado.

Reciprocamente, consideremos I C R un ideal, y la sucesién exacta
0 —I—R—R/I -0
la cual da lugar a la sucesion exacta
0 — Hompg(R/I,M) — Hompg(R, M) — Homgr(I,M) — EXt}%(R/I, M)=0

Esto quiere decir que el functor Hompg(—, M) es exacto cuando lo restringimos a las sucesiones exactas
del tipo
0 —I—R— R/I —0

lo cual implica por el criterio de Baer que M es inyectivo.

4.1.2 La ¢-dimension de un médulo

Introducimos ahora una nueva dimensién homoldgica: la ¢-dimensién, propuesta por K. Igusa y G.
Todorov en [IT05].

Si A es un algebra de Artin, definimos K (A) como el grupo abeliano libre generado por las clases de

isomorfismo {[M]: M € A-mod} mdédulo las siguientes relaciones:
o [N|—[S]—[T]siN~SaT,
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e [P] si P es proyectivo.
Es decir, K(A) es el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de A-mdédulos
finitamente generados, indescomponibles y no proyectivos.

Si consideramos [M] € K(A) y P, P’ resoluciones proyectivas de M con términos finitamente generados,
sabemos que existen proyectivos finitamente generados Q1 y Q2 tales que Q"P @ @ ~ Q"IP’ ® . Por
lo tanto al tomar las clases en K (A) obtenemos

[Q"P] = [Q"P] + [Q1] = [Q"P @ Q1] = [Q"P' @ Q2] = [Q"P] + [Q2] = [2"P]

de lo que concluimos que en este contexto las sizigias ya no dependen de la resolucién proyectiva elegida,
sino tnicamente del médulo M. Podemos definir entonces un morfismo de grupos Q : K(A) — K(A)
dado por Q([M]) = [QM], pues  respeta las sumas directas y anula los proyectivos.

Denotemos por [add M] al subgrupo de K (A) generado por los sumandos directos indescomponibles no
proyectivos de M (recordar que debido al teorema de Krull-Schmidt, M se descompone en suma directa
de finitos submddulos indescomponibles, y que dicha descomposicién es tinica a menos de isomorfismo).
Luego, si [add M| = ([M],...,[M,]) tenemos que

Q(fadd M]) = (Q([M1]), ..., Q[Mn])) = ([QM], ..., [2M])

y por lo tanto el rango de Q([add M]) serd menor o igual al rango de [add M], que es finito.

Debe existir entonces n € N el menor ntimero natural tal que Q : Q™ ([add M]) — Q™1 ([add M])
es un isomorfismo para todo m > n; es decir, si aplicamos sucesivamente el morfismo €2, entonces el paso

n es el primero a partir del cual el rango se mantiene estable.

Definicién 4.1.9. Si A es un &lgebra de Artin y M € A-mod, definimos ¢(M) € N como el menor
nimero natural tal que Q : Q"([add M]) — Q"1 ([add M]) es un isomorfismo para todo n > ¢(M).

Observacion 4.1.10. Es sencillo ver que [Q(QM)] = [Q2M]; por lo tanto,
Q*([M)) = Q(Q([M])) = Q([M]) = [Q*M]
Msés en general, tenemos que Q" ([M]) = [Q"M].
Veamos algunas propiedades de la funcién ¢ para ejemplificar su comportamiento. Algunas de estas

propiedades pueden deducirse inmediatamente a partir de la definicién, mientras que otras aparecen en
[IT05], y la propiedad 6 puede verse en [HLMOS].

Proposicion 4.1.11. Sea A un dlgebra de Artin y M, N € A-mod. FEntonces valen las siguientes

afirmaciones:

1. Sipd M < oo entonces ¢(M) = pd M.

2. Si [add M| = [add N] entonces (M) = ¢(N).

3. ¢(M) = ¢(M & P) para todo P € A-mod proyectivo.

4. S8i M es indescomponible y pd M = oo, entonces (M) = 0.
5. ¢(M) < p(M @ N).
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6. ¢(M) < (M) + 1.

n
Demostracion. 1. Supongamos que M = @ M;" donde cada M; es indescomponible, M; # M; si
i=1
i # j,y que pd M = k. Esto implica que sup{pd M;} = k, por lo que existe iy tal que pd M;, = k.
Ahora, como pd M; < k para todo 4, por la proposicién 4.1.4 sabemos que QFM; es proyectivo, por
lo que [Q2*M;] = 0 para todo i y luego ¢p(M) < k.

Por otro lado, como pd M;, = k sabemos que k es el primer natural tal que QkMiO es proyectivo,
y por lo tanto [Q¥~1M; ] # 0 por lo que 2*~!([add M]) tendra rango al menos uno. Esto implica
que 2 : Q*~1([add M]) — QF(Jadd M]) = 0 no puede ser un isomorfismo, de lo que se concluye que
6(M) = k.

2. Es evidente a partir de la definicién de la funcién ¢, pues esta depende de [add M] y no del médulo
M.

3. Esto se deduce del item anterior, pues [add M| = [add M & P):

Por la unicidad en las descomposiciones, es equivalente descomponer M @ P en suma de subméddulos
indescomponibles, que descomponer M y P y luego sumar las descomposiciones. Si P = &P,

entonces cada P; es proyectivo (por ser sumando directo de un proyectivo) por lo que [P;] = 0.

4. Como M es indescomponible, [add M| = ([M]) y entonces Q" ([add M]) tiene rango cero o uno. Sin
embargo, si en algun momento fuese [2"M] = 0 entonces tendriamos que 2" M es proyectivo, por
lo que pd M < n llegando asi a un absurdo.

5. Es claro que [add M] es un subgrupo de [add M @& N, y que esto implica que Q"([add M]) es un
subgrupo de Q" ([add M @ NJ]); por lo tanto, si Q : Q" ([add M @ N]) — Q"*!(Jadd M @ N]) es un
isomorfismo, también lo serd su restriccién Q : Q" ([add M]) — Q! ([add M]).

6. Supongamos que ¢(2M) = n, es decir, que n es el primer natural a partir del cual el morfismo
Q: Q" ([add QM]) — QL ([add QM]) es biyectivo.
Sea M = @ M/ una descomposicién en submdédulos indescomponibles. Tenemos entonces que
i=1

n
QM = @ (QM;)*, donde estos sumandos no necesariamente son indescomponibles.
i=1

Esto nos dice que Q([add M]) es un subgrupo de [add QM], de lo que se puede deducir que en general
QF(Q([add M])) es un subgrupo de Q¥ ([add QM]). Luego si Q : QF([add QM]) — QF+1([add QM)
es un isomorfismo, también lo serd su restriccién 2 : Q(Q([add M])) — QFT1(Q([add M])).

Como QF(Q([add M))) = Q**l(Jadd M]) y ¢(QM) = n, tenemos que  : Q*+1([add M]) —
QF+2([add M]) es un isomorfismo para todo k > n, es decir, que ¢(M) < n + 1.

O
Las propiedades anteriores muestran que la ¢ dimensién de un médulo es un buen refinamiento de la
dimensién proyectiva. En efecto, en el caso en que la dimensién proyectiva de un moédulo es finita estas

dos dimensiones coinciden, y ademés la ¢ dimensién tiene la ventaja de ser siempre un nimero finito.

Tlustramos esto con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.1.12. Consideremos la k-dlgebra A = kQ/I definida por el quiver
1—259-2,3 Qv

donde I = Ré.

En este caso sabemos que los A-médulos a izquierda proyectivos indescomponibles son

Plzk*%u«Logo

PQ:OLHk—lMngo

por lo que al cubrir los médulos simples S7 y S5 obtenemos las resoluciones

. — P P Py P — 5 —0

N~ N S N S
Ss Ss Ss

.4>P3 P3 P3 P34>534>0

NN S N S
S Ss S

Consideremos entonces el A-médulo M = 57 @ S3. Como hemos visto, pd S; = pd Sz = oo, por lo que
pd M = oco. Ahora, S; y S35 son médulos indescomponibles (por ser simples) y no proyectivos, por lo que

[add M] = ([S1],[S3]). Si aplicamos el operador 2, obtenemos

([S1], [S3]) —2 ([Sa], [Ss]) —2— ([Ss], [Ss]) = ([Sa]) —2— ([S3])

de lo que concluimos que ¢(M) = 2.

Tal como hicieramos en las proposiciones 4.1.4 y 4.1.7, mostraremos a continuacién que también es
posible caracterizar la ¢ dimensién de un médulo mediante los bifunctores Ext’. Esta caracterizacion,
tomada de [FLM14], no serd tan simple como la que involucra las dimensiones proyectiva e inyectiva;

como veremos, requiere de un mayor trabajo y de herramientas no tan elementales.

En adelante notaremos por C4 a la categoria abeliana de los R-functores F' : A-mod — R-mod (ver
[Par70, prop. 1, seccién 4.7]), C4 a la categoria abeliana de los R-functores F : A-mod — R-mod, y C4

a la categoria abeliana de los R-functores F': A-mod — R-mod.

Teorema 4.1.13. Sea A un dlgebra de Artin sobre R, y M, N € A-mod. En esta situacion, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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1. Ext! (M, —) ~ Ext} (N, —) en Ca,
2. M@®P(N)~N@®P(M) en A-mod,
3. M ~ N en A-mod,

4. [M] =[N] en K(A).

Demostracion. Es inmediato a partir de las definiciones que (2 = 4) y (4 = 3).

(1 < 3). Sabemos que Exty (M, —) ~ Ext! (N, —) en C4 si y solo si, utilizando la férmula de Auslander
Reiten, los functores DHoma(—,7M) y DHom(—,7N) son isomorfos en C4. Més atn, esto tltimo
sucede si y solo si los functores Hom 4 (—, M) y Hom 4(—, N) son isomorfos en C 4, pues la traslacién
de Auslander-Reiten 7 : A-mod — A-mod es una R-equivalencia de categorfas. Finalmente, el hecho
de que Hom 4(—, M) ~ Hom 4(—, N) en C, es equivalente por el lema de Yoneda a la existencia de un

isomorfismo M ~ N en A-mod.

(3 = 4). Supongamos que M ~ N en A-mod; recordando la observacién 2.2.2 podemos considerar el

siguiente diagrama

P(N)
M N M N
M %
P(M)

donde idp; —fa = mprinm y idy —af = myjn. Como ademds 7y y 7w son epimorfismos y P(M), P(N)

proyectivos, de los diagramas

P(N) P(M)
f]:]// BN fﬂf// lwrM
I I
P(M) M 0 P(N) N 0
™M TN

concluimos que existen morfismos fy;, fy que cumplen wp fy = By v onfym = amy. Podemos

considerar entonces los morfismos

M@ P(N) £ No P(M) -5~ M @ P(N)

v —fn N —fu
GF son isomorfismos.

dados por F = ( 4w > yG = <6 M > Para probar lo que buscamos, basta ver que F'G y

Probemos entonces que F'G es un isomorfismo; la prueba para GF' es analoga. Si definimos el morfismo
p=jumam + fnfu € Enda(P(M)), entonces

ra_(® ™ B Tm _ af+nnin oy — TN M _ idy 0
M —In) \Un —fu JMB— fNin  Jmmm + Infu JmB— NN B

Luego, para probar que F'G es un isomorfismo alcanza con probar que mpsp = 7y, pues si esto sucede

entonces el diagrama
P(M)
2
(M) — M
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conmuta, y por ser mpy : P(M) — M la cubierta proyectiva de M se concluye que p debe ser un
automorfismo. Sin embargo es facil ver que esto es cierto a partir de la construccién de nuestras funciones,

pues

Tt = T im ™ + TN fu
=TrmimTy + BTN fu
=TMIMTM + Bamy
= (mmjm + Ba)mar
=idy s
=Ty

O
Corolario 4.1.14. Sea A un dlgebra de Artin sobre R, y M, N € A-mod. Las siquientes afirmaciones
son equivalentes:
1. [Q"M] = [Q"N] en K(A),
2. ExtYy (M, —) ~ ExtY, (N, —) en C4 para todo i >n+1,

3. Ext (M, —) ~ Ext% (N, —) en Ca.

Demostracion. La prueba de (2 < 3) se encuentra comprendida en la proposicién 4.1.4.

(1 < 3). Recordemos que el functor Ext’;™ (M, —) es isomorfo en C4 al functor Ext’ (Q"M, —). Por
lo tanto, tenemos que Extjfﬁ'l(M, —) es isomorfo a EthH(N, —) en C4 siy solo si Exth ("M, —) es
isomorfo en C4 a Ext!y(Q"N, —), y por el teorema anterior esto sucede si y solo si [2"M] = [2"N] en
K(A).

O

Definimos ahora un concepto central en la caracterizacion de la ¢ dimensién de un médulo mediante
los bifunctores Ext’,.
Definicién 4.1.15. Sea A un algebra de Artin sobre R, d un entero positivo y M € A-mod. Decimos
que un par (X,Y’) de objetos en add M es una d-divisién de M si se verifican las siguientes condiciones:

e add X NaddY =0,

o Ext% (X, —) # Ext%(Y,—) en Cy,

o Extd™ (X, ) ~ Ext4 (Y, ) en Ca.

Proposicién 4.1.16. Si M € A-mod, se cumple que ¢(M) = 0 si y solo si para todo par (X,Y) de
objetos en add M tales que al menos uno de ellos no es proyectivo y con add X NaddY = 0, tenemos que
Ext? (X, —) # Ext% (Y, —) en Ca para todo d > 1.

En este caso, el conjunto {d € N: existe una d-divisién de M} es vacio.

Demostracion. Para comenzar, descompongamos a M en submoddulos indescomponibles como

t
M= M™.
i=1

(2
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Supongamos que existe un par de objetos (X,Y) que cumple las condiciones, con X = @ M™ e
i€l
Y = GBJMJm7 donde I y J son disjuntos, pero tal que Ext% (X, —) ~ Ext%(Y,—) para algin d > 1.
VIS
Entonces el corolario anterior nos asegura que

171 X] = [0y

es decir, que

Z m QM) = Z m; [ QM

i€l jed
Tenemos entonces una combinacién lineal no trivial en el nivel d — 1, por lo cual el rango de Q" ([add M])
debe descender al menos una vez antes de llegar al nivel d. Sin embargo esto es absurdo, pues la hipétesis

¢(M) = 0 implica que este rango se mantiene constante en todo momento.

Para probar el reciproco, supongamos que ¢(M) = k > 0. Esto implica que existe una combinacién
lineal no trivial en el nivel k (pues hay un descenso en el rango), es decir, que existen I, J disjuntos y

coeficientes m;, m; con 7 € I, j € J no todos nulos tales que
icl jed
Esto quiere decir que tenemos la igualdad
04 D = 0 D
icl jed

. . m . .
Si llamamos ahora X = M;™ e Y = @ M; ", el corolario anterior nos asegura que
el jeJ

Ext" (X, —) ~ ExtqT (Y, -)

Pero esto es absurdo, ya que X e Y son objetos en add M, no son ambos proyectivos (pues la combinacién

lineal era no trivial en K(A)) y ademds add X NaddY =0, ya que / y J son disjuntos.

O

Veamos finalmente cémo se caracteriza ¢(M) en término de los bifunctores Ext’,.

Teorema 4.1.17. Sea A un dlgebra de Artin sobre R, y M € A-mod. Entonces

¢(M) = maz{d € N : eziste una d-divisién de M} U {0}

t
Demostracion. Supongamos que ¢(M) =n >0y que M = @ M;™ es una descomposiciéon de M en
i=1
submédulos indescomponibles. Como 7 es el primer momento a partir del cual el rango de cada grupo

abeliano {Q/([add M]) : j € N} se mantiene constante, es decir,

#(M) = min{m € N : rk Q’([add M]) = rk Q™ ([add M]) para todo j > m}

deben existir naturales no todos nulos aq, ..., y una particién {1,2,...,t} = I ¥ J de manera que
Dol M] =) a0 M)
icl jed

y sin embargo

> @M £ o[ M)

iel jed
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(esto se debe a que el rango en el paso n debe bajar al menos en una unidad, por lo que es posible

encontrar una combinacién lineal en los [2"M;] que no estuviese presente en los [Q2"~1M;]).

Luego por el corolario 4.1.14 tenemos que el par (X,Y) es una n-divisién de M, donde X = € M;™

iel
eY = @M]mj,porloque
JjEJ
d(M) <méax{d € N: existe una d-divisién de M} U {0}

La otra desigualdad es inmediata, pues a partir del paso n tenemos que QF ([add M]) ~ Q*+1([add M]),
por lo que no es posible que exista un par (X,Y’) de objetos en add M tales que [Q*X] % [Q¥Y] en K(A)
pero [QFF1X] ~ [QFF1Y].

O

4.2 Dimensiones homoloégicas de un anillo

4.2.1 Dimensioén global y finitista
Usando las nociones de dimensién proyectiva e inyectiva de un médulo, definimos algunas dimensiones
homolégicas en el anillo.
Definicién 4.2.1. Si R es un anillo, definimos la dimensién global a izquierda de R como
l.gl.dim R = sup{l.pdz M : M € R-Mod}
y la dimensién global a derecha de R como

r.gl.dim R = sup{r.pdz M : M € Mod-R}

De manera similar, definimos la dimensién global inyectiva a izquierda de R como
l.inj. gl. dim R = sup{l.idg M : M € R-Mod}
y la dimensién global inyectiva a derecha de R como

r.inj. gl. dim R = sup{r.idg M : M € Mod-R}

Gracias a las caracterizaciones que hemos visto de la dimensién proyectiva e inyectiva de un médulo en
las proposiciones 4.1.4 y 4.1.7, es sencillo mostrar que la dimensién global de un anillo esta caracterizada
por los bifunctores Ext}.

Teorema 4.2.2. Si R es un anillo, entonces 1.gl.dim R < n si y solo si Ext?éfl(M, N) = 0 para todo
M, N € R-Mod.
Demostracion.

l.gl.dim R < n <= Para todo M € R-Mod es pd M <n
<= Para todo M € R-Mod es Ext};"' (M, N) = 0 para todo N € R-Mod
<= Para todo M, N € R-Mod es E){t%‘“(M7 N)=0
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De igual manera, podemos ver que l.inj.gl.dim R < n si y solo si Ext’]{rl(M7 N) = 0 para todo
M, N € R-Mod.

Corolario 4.2.3. Si R es un anillo, entonces 1. gl. dim R = 1. inj. gl. dim R.
Andlogamente, r. gl. dim R = r.inj. gl. dim R.
Definicién 4.2.4. Si R es un anillo, definimos la dimensién finitista a izquierda de R como
l.fin.dim R = sup{l.pdg M : M € Rrmod y l.pdy M < oo}
y la dimensién finitista a derecha de R como

r.fin.dim R = sup{r.pdg M : M € mod-R y r.pdp M < oo}

De manera similar, definimos la dimension finitista inyectiva a izquierda de R como
Linj. fin.dim R = sup{l.idg M : M € R-mod y l.idg M < oo}
y la dimension finitista inyectiva a derecha de R como

r.inj. fin. dim R = sup{r.idg M : M € mod-R y r.idg M < oo}

La dimensién finitista ha atraido fuertemente la atencién en las ultimas décadas principalmente debido
a la llamada conjetura finitista, propuesta por H. Bass en 1960 en [Bas60]. En ella, Bass sostiene que la
dimensién finitista de un algebra de Artin debe ser finita. Varias herramientas se han desarrollado con
el objetivo de esclarecer esta conjetura; entre ellas se encuentra la funciéon ¢ definida por K. Igusa y G.

Todorov presentada en la seccién anterior y con la que continuaremos trabajando.

4.2.2 La ¢-dimension de un algebra

Definicién 4.2.5. Si A es un algebra de Artin, definimos su ¢ dimensién a izquierda como
l. dim A = sup{p(M) : M € A-mod}
y su ¢ dimensién a derecha como

r.¢dim A = sup{¢p(M) : M € mod-A}

Observar que gracias a la caracterizaciéon de la ¢ dimension de un médulo mostrada en 4.1.17, podemos

definir la ¢ dimension del algebra de manera alternativa como
l.¢pdim A = sup{d € N: existe M € A-mod tal que M admite una d divisién}
y de igual manera su versién a derecha sera

r.¢dim A = sup{d € N: existe M € mod-A tal que M admite una d divisién}

Tal como mencionamos, la ¢ dimensién fue desarrollada en [IT05] como una herramienta que ayudaria

en el trabajo acerca de la conjetura finitista de Bass. Es inmediato observar, a partir de las definiciones de
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las dimensiones global y finitista y del item 1 en la proposicién 4.1.11, que estas dimensiones se relacionan

mediante la desigualdad
l.fin.dimA <1l.¢dimA <l.gl.dim A

y de igual manera para sus versiones a derecha (veremos en breve que para calcular la dimensién global de
un algebra de Artin basta considerar A-mod en lugar de A-Mod, y por lo tanto la comparacion anterior

tiene sentido).

Esto implica en particular que para mostrar la conjetura finitista bastaria ver que la ¢ dimensién de
toda algebra de Artin es finita. A pesar de que este problema permanece abierto, han sido probados
algunos resultados parciales en esta direccién. Por ejemplo, se sabe que esto es cierto para algebras
de radical cuadrado cero, para dlgebras monomiales (mediante una adaptacién del articulo Predicting
syzygies over monomial relations algebras, B. Zimmermann Huisgen, 1991), asi como para &lgebras de
Gorenstein (resultado que mostraremos en el siguiente capitulo), y mds en general para dlgebras gentiles
(a partir del articulo Gentle algebras are Gorenstein, 1. Reiten and Ch. Geiss, 2005). También es posible
probar este resultado para &lgebras biseriales especiales (aplicando las ideas presentes en Generalized

Igusa-Todorov function and finitistic dimension, D. Xu, 2013).

A pesar de que su creacién vino de la mano de la conjetura finitista, la ¢ dimensién ha probado ser
una dimensién homoldgica 1til de por si. Por ejemplo, en [LH13] F. Huard y M. Lanzilotta prueban que
un algebra de Artin es autoinyectiva (es decir, A es inyectiva como A-médulo a izquierda y derecha) si
y solo si l.¢dim A = r. ¢dim A = 0, caracterizaciéon que no es posible realizar utilizando la dimensién

global ni la dimensién finitista.
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Capitulo 5

Simetria en las dimensiones

homoldgicas

Nuestro objetivo principal serd estudiar la simetria presente en las distintas dimensiones homolégicas
que hemos definido. Para ser mds precisos, nos interesa comparar las versiones a izquierda y a derecha
de cada una de estas dimensiones homoldgicas, con la intencién de ver si dichas versiones coinciden o no

en el contexto de las algebras de Artin.

Dedicaremos la primera seccion a presentar el hecho de que la dimensién global de un algebra de
Artin coincide a izquierda y a derecha, basandonos en un resultado debido a M. Auslander que prueba,

maés en general, que esto es cierto para cualquier anillo noetheriano.

La segunda seccién sera dedicada a mostrar que la dimensién finitista no presenta este comportamiento
simétrico. Para esto exhibimos un contraejemplo que consiste de un dlgebra de Artin definida a partir

de un quiver, tomando la idea de un articulo de D. Happel.

Por otro lado, hemos visto que si A es un dlgebra de Artin, entonces es valida la desigualdad
Lfin.dimA <lL¢dimA <l gl.dimA

asi como su versiéon a derecha, quedando de esta forma vinculadas tres importantes dimensiones ho-
molégicas. Una vez que sabemos que la dimensién global es “simétrica” mientras que la dimensién
finitista no lo es, es natural preguntarse qué comportamiento tendra la ¢ dimensién, comprendida entre

estas dos.

A pesar de que este problema continia abierto, la tercera seccién comienza con un resultado parcial en
esta direccion: la ¢ dimensién es simétrica si nos restringimos al contexto de las dlgebras de Gorenstein.
Terminamos la seccion, y nuestro trabajo, presentando una posible aproximacién a este problema por
medio de la caracterizacién de la ¢ dimensiéon mediante los bifunctores Ext y Tor, y haciendo uso de las

identidades naturales y sus identidades derivadas presentadas en el apéndice A.

5.1 Simetria en la dimension global

Dedicaremos esta seccién a mostrar que el comportamiento de la dimensién global de un algebra de Artin
es simétrico, es decir, que la dimensién del algebra es igual a izquierda que a derecha. Este resultado fue
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demostrado originalmente por M. Auslander en 1955 en [Aus55] para el contexto mds general de anillos

noetherianos, y serd éste el resultado que presentaremos.

Mostramos primero que para calcular la dimensién global de un anillo cualquiera basta considerar su
categoria de modulos finitamente generados; mas ain, que basta considerar los médulos ciclicos. Para
ello presentaremos la demostracién original de Auslander, valiosa no solo por motivos histéricos sino
también por ser de caracter bastante elemental, y luego una prueba mas sintética debida a E. Matlis que

se puede encontrar en [Rot09], la cual engloba varios de los conceptos que hemos visto.

Teorema 5.1.1. Si R es un anillo, entonces

l.gl.dim R =sup{l. pdz C' : C' € R-Mod es un mddulo ciclico}
=sup{l.pdp R/I:I C R es un ideal a izquierda}

Demostracion. Observar que la segunda igualdad es inmediata, pues R/I es un R-mdédulo ciclico para

todo ideal I, y si C' = Rz es un R-mdédulo ciclico entonces es C' ~ R/ Ann(z).

Por lo tanto, para concluir el teorema basta probar la primera igualdad. Para ello haremos uso de la

siguiente afirmacion.

Afirmacion. Sea M un R-médulo a izquierda, I un conjunto no vacio bien ordenado y (M;)cr
una familia de submddulos de M tales que M; C M; siempre que i < j, i,j € I. Si UM, = My
=
l.pdg(M;/M;) < n para todo i € I, donde M; = (J M, entonces 1.pdp M < n.
j<i
Demostracion. Haremos la prueba por induccién en n.

Sin = 0 entonces se tiene 1. pd(M;/M;/) <0, es decir, M;/M;  es proyectivo para todo i € I. Esto
implica que cada sucesién exacta de la forma

se escinde, por lo que para cada i existe un submédulo N; de M; que cumple

(i) M; = My & Ny,

(ii) N; ~ M;/M; y por lo tanto es proyectivo.

De la condicién (i) y la hipdtesis de que |J M; = M se deduce inmediatamente que M = @ N;.
i€l i€l
Luego, como la suma directa de médulos proyectivos es un médulo proyectivo, utilizando la condicién

ii) obtenemos que M es proyectivo, por lo que 1. pdz M = 0, que es lo que buscabamos.
R

Supongamos ahora que el resultado es valido para n — 1. Sea F' el R-mddulo libre generado por
los elementos de M, y F; (respectivamente Fj/) el R-médulo libre generado por los elementos de M;
(respectivamente M;/). Si consideramos K = ker(F — M) y definimos K; = F; N K, K; = F; N K, es
facil ver que K; = ker(F; — M;), Ky = ker(Fy — M) por lo que podemos considerar las sucesiones
exactas

O*}KWHFZ’/*}MZ’/*}O

0 - Ky, — F,— M, — 0
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Ademas por definicién es claro que My C M;, Fy C F;, Ky C K;, y que el siguiente diagrama es

conmutativo
0 0 0
|
0 K Fy M 0
|
0 KZ- Fi Mi 0

por lo que el lema de la serpiente (teorema 1.1.16 nos asegura la exactitud de

0— Ki/Ki/ — Fl/FZ/ — Ml/MZ/ — 0

Por construccién, cada F;/F; es libre y por lo tanto proyectivo; recordando que por hipétesis
l.pdg(M;/M;) < n, la proposicién 4.1.5 nos permite afirmar que 1.pdy(K;/K;7) < n — 1 (es claro
que esto sera cierto cuando M, /M, no sea proyectivo, y en el caso en que si lo sea la sucesién se escinde
por lo que K;/K;/ serd proyectivo, es decir, . pdp(K;/K;) = 0 < n—1). Como ademds la familia (K;);cs

cumple que K; C K siempre que ¢ < j, K = |J K; y Ky = |J Kj, por la hipétesis inductiva obtenemos
i€l j<i
quel.pdp K <n—1.

Finalmente, como la sucesion 0 — K — F — M — 0 es exacta, aplicando una vez mais la

proposicién 4.1.5 concluimos que 1. pdg M <1+ 1L pdr K <n.
|

Probemos ahora la igualdad en cuestion. Por definicién sabemos que
sup{l.pd; C : C' € R-Mod es un médulo ciclico} < 1.gl.dim R

por lo que si sup{l. pdy C': C € R-Mod es un médulo ciclico} = co se cumple la igualdad. Supongamos

pues que sup{l.pdz C : C € R-Mod es un médulo ciclico} = n.

Sea M un R-moédulo arbitrario. Consideremos un buen orden para los elementos x; de M, y de-
notemos por M; (respectivamente M) el submédulo de M generado por los elementos x; con j < ¢

(respectivamente j < ¢). Observar que el cociente M;/M; es ciclico generado por z;, o cero, por lo que
L. pdp(M; /M) <sup{l.pdp C : C € R-Mod es un médulo ciclico} = n

Como la familia (M;);cr satisface las hipétesis de la afirmacién anterior, esto implica que 1. pdz M < n.

Dado que este razonamiento es valido para todo R-moédulo M, concluimos que 1. gl. dim R < n. Por
otro lado, n = sup{l. pdp C : C € R-Mod es un médulo ciclico} < 1.gl. dim R, lo cual completa la prueba
de nuestro teorema.

O

Tal como dijimos, presentamos ahora otra demostracién de este resultado, debida a Matlis.

Teorema 5.1.2. Si R es un anillo, entonces

l.gl.dim R = sup{l.pdg R/I : I C R es un ideal a izquierda}
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Demostracion. Sisup{l.pdgy R/I : I C R es un ideal a izquierda} = oo entonces no hay nada que probar,

pues sabemos por definicién que sup{l.pdgz R/I : I C R es un ideal a izquierda} <. gl. dim R.

Supongamos entonces que sup{l.pdgy R/I : I C R es un ideal a izquierda} = n. Esto implica que
l.pd R/I < n para todo ideal izquierdo I C R, o lo que es lo mismo, que Ext?{"l(R/L M) = 0 para todo
ideal I C Ry todo M € R-Mod.

Ahora, ya sabemos que l. gl. dim R = 1.1inj. gl. dim R por el corolario 4.2.3, por lo que basta probar
que L. inj. gl. dim R < n, es decir, que 1.id M < n para todo M € R-Mod.

Tomemos entonces M € R-Mod y consideremos una resolucién inyectiva de M
E:0— M — Ey— E4 — -

con enésima cosizigia Q7.

Sabemos entonces que 0 = Exty™ (R/I, M) ~ Extp(R/I,Q "E) para todo ideal I C R (donde el
isomorfismo estd dado por la proposicién 4.1.6) por lo que 2 "I debe ser inyectivo (proposicién 4.1.8) y

luego aplicando una vez mas la proposicién 4.1.6 concluimos que l.id M < n, como buscdbamos.

O
Corolario 5.1.3. Si R es un anillo, entonces
l.gl.dim R = sup{l.pdy M : M € R-mod}
Demostracion. Es inmediato a partir del teorema anterior, pues tenemos la desigualdad
l.gl.dim R =sup{l.pdz C' : C' € R-Mod es un médulo ciclico}
<sup{l.pdz M : M € R-mod}
<l.gl.dim R
O

Para probar lo que queremos introducimos una nueva dimensién homolédgica proveniente de las
resoluciones planas. Mostraremos de manera sencilla que esta dimensién coincide a izquierda y a derecha,

y luego ella actuard como un conector entre la dimensién global a izquierda y a derecha.

Definicién 5.1.4. Si M € R-Mod, se define la dimensién plana de M como

l.fdgr M = inf{lengthF : IF es una resolucién plana de M}

De manera anéloga se define r.fdg M cuando M es un R-mdédulo a derecha.

Aligual que con la dimensién proyectiva e inyectiva, simplificaremos la notacién a 1. f{d M o simplemente
fd M si no hay lugar a confusién.

Observacion 5.1.5. Un R-moédulo M es plano si y solo si fd M = 0.

As{ como caracterizamos (en las proposiciones 4.1.4 y 4.1.7) a la dimensién proyectiva e inyectiva
mediante los bifunctores Ext}, veremos que es posible caracterizar la dimensién plana mediante los
bifunctores Tor’®.
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Proposicién 5.1.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para M € R-Mod:

1. fdM <n,

2. Torf(N,M) =0 para todo N € Mod-R y k> n+1,

3. T0r§+1(N, M) =0 para todo N € Mod-R,

4. Toda resolucion plana de M tiene su enésima sizigia plana.

Demostracion. La demostracion es similar a la de la proposicion 4.1.4, recordando que TorZR(N, M) se

puede calcular a partir de resoluciones planas.

O

Andlogamente se obtiene una caracterizacién para los R-médulos a derecha.

Aligual que definimos la dimensién global (inyectiva) de un anillo R a partir de la dimensién proyectiva
(inyectiva) de los elementos de R-Mod, definimos ahora una dimensién en R basada en la dimensién

plana de los R-mdédulos.

Definicién 5.1.7. Definimos la dimensién global débil a izquierda de un anillo R como
lL.w.gl.dim R = sup{l.fdg M : M € R-Mod}
y la dimensién global débil a derecha de R como

r.w.gl.dim R = sup{r.fdg M : M € Mod-R}

La caracterizacién presentada en la proposicién 5.1.6 nos permite demostrar el siguiente resultado.
Teorema 5.1.8. Si R es un anillo, entonces 1. w.gl.dim R < n si y solo si Tor§+1(M7 N) =0 para todo

M € Mod-R, N € R-Mod.

Demostracion.

l.w.gl.dim R < n <= Para todo N € R-Mod es fd N <n
<= Para todo N € R-Mod es Torf”H(M, N) =0 para todo M € Mod-R
<= Para todo M, N € R-Mod es Tor[,,(M,N) =0

O

De igual manera, podemos ver que r.w.gl.dimR < n si y solo si Torfﬂ(lw7 N) = 0 para todo
M € Mod-R, N € R-Mod.

A partir de estos resultados podemos concluir que al hablar de la dimensién global débil de un anillo

no es necesario hacer distinciones entre “derecha” e “izquierda”; es decir, es valido el siguiente resultado.

Corolario 5.1.9. Si R es un anillo, entonces . w.gl.dim R = r. w. gl. dim R.

52



En adelante hablaremos simplemente de w. gl. dim R.

Vale la pena destacar que en el caso de la dimensién global, los resultados andlogos al teorema 5.1.8
nos permitian concluir que la dimensién global era igual al calcularla con inyectivos y proyectivos, pero
no obteniamos conclusiones que relacionaran la dimensién global a derecha y a izquierda. Esta diferencia
fundamental se debe a que el bifunctor Extiz trabaja con médulos de igual lado en ambas variables
(es decir, tenemos Ext’y (M, N) con M, N € R-Mod o M, N € Mod-R), mientras que el bifunctor Tor®
relaciona las categorias Mod-R y R-Mod.

Al igual que la dimensién global, veremos que la dimensién global débil también calcularse a partir

de los R-médulos finitamente generados.

Proposicién 5.1.10. Si R es un anillo, entonces

w.gl.dim R = sup{l.{d M : M € R-mod}
=sup{r.f{d N : N € mod-R}

Demostracion. Es inmediato notando que todo R-mdédulo puede expresarse como un limite directo de
R-médulos finitamente generados (proposicién 1.1.7), y recordando que el functor Torfjz conmuta con

limites directos (proposicién 1.1.8).

O

Habiendo establecido algunos resultados bésicos acerca de la dimensién global débil, pasamos final-

mente a ilustrar la conexion entre esta dimension y la dimensién global a izquierda y a derecha.

Proposiciéon 5.1.11. Sea R un anillo y M € R-Mod. Entonces

1. Lfd M <1.pd M,

2. si R es noetheriano a izquierda y M es finitamente generado, se cumple la igualdad en el item

anterior.
De manera similar tenemos el enunciado correspondiente para mddulos a derecha.

Demostracion. 1. Si l.pd M = n, entonces existe alguna resolucién proyectiva de M, llamémosle PP,
tal que length P = n. Pero todo mddulo proyectivo es plano, por lo que P es una resolucién plana
de M de largo n, lo que implica por definicién que 1. fd M < n.

2. Supongamos ahora que 1. fd M = n, y consideremos una resolucién proyectiva de M
P:..—PFP —FP,_1— - — P —>F—M—20

en la que cada P; es finitamente generado, como en la observacion 1.3.26. Como cada mddulo
proyectivo es plano, esta es una resolucién plana y luego por la proposicién 5.1.6 sabemos que su

(n — 1)-sizigia Q"~'P es un médulo plano, es decir, que
0o— QP —>P,_, — - —P —P —M-—0

es una resolucién plana de M.
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Como P,_; es finitamente generado, Q" 'P C P,_; v R es noetheriano, tenemos que Q" 'P es
un médulo plano finitamente generado y luego el teorema A.2.19 nos dice que Q" 'P es proyectivo.
Pero entonces

0o—Q'P—>P,_4— - —>P —>P—>M-—0

es una resolucién proyectiva de M, por lo que l.pd M < n.

Teorema 5.1.12. Si R es un anillo noetheriano a izquierda, entonces

lLgldmR=w.gl.dim R

De manera andloga, si R es noetheriano a derecha entonces
r.gl.dimR =w.gl.dim R
Demostracion. Lo probaremos en el caso en que R es noetheriano a izquierda; el otro caso es similar.

Por el corolario 5.1.3 tenemos que

l.gl.dim R = sup{l.pd M : M € R-mod}

Como R es noetheriano a izquierda, sabemos por la proposicién anterior que
LpdM =1.fd M

para cada R-mdédulo finitamente generado M. Debido a la proposicién 5.1.10, esto concluye nuestra

prueba.

O

Esto demuestra lo que buscdbamos, pues se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 5.1.13. Si R es un anillo noetheriano a izquierda y a derecha, entonces

lLgldmR=w.gl.dimR =r.gl.dim R

5.2 Posible asimetria en la dimension finitista

Tal como mencionamos anteriormente, la dimensién finitista carece en general de la simetria que buscamos.

Mostraremos esto con el siguiente contraejemplo, extraido de las notas [Hap91] de D. Happel.

Para cada n consideremos la k-dlgebra A,, = kQ,,/I,, definida por el quiver

[P S PR B S 03060

y donde I, es el ideal generado por las relaciones a%, 100, o], ..., QpQin_1.
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Es trivial verificar que I,, es un ideal admisible de k@,,, y por lo tanto la proposicién 3.1.9 nos asegura
que A, es un algebra de Artin sobre k. Nuestro objetivo serd mostrar que l. fin. dim A,, > n, mientras
que r. fin. dim 4,, = 0.

Es facil observar que la siguiente es una lista completa de los A,-modulos a izquierda proyectivos
indescomponibles:

Ep:0+2—0+2 . 2 0202 1183[83,]

tenemos que l.dimy Fy = n, ya que al cubrir Fy obtenemos

O—P~P, ——P,_1— - — DB P Py — Ey — 0

NS N SN S
Sh Sy S1

de lo que concluimos que 1. fin. dim A > n.!

Para probar que r. fin. dim A,, = 0 haremos uso del siguiente teorema, que es una simplificacién para
el caso de mddulos finitamente generados del resultado [Bas60, lema 6.2]. Vale aclarar que esta idea fue
tomada de las notas [RS11] de S. Rubinstein-Salzedo.

Teorema 5.2.1. Si A es un dlgebra de Artin tal que para todo A-mddulo a derecha simple S existe un
A-mdédulo a derecha inyectivo E y un epimorfismo £ — S — 0, entonces r.fin.dim A = 0.
Nosotros mostraremos la versiéon dual, emulando las ideas en la prueba de Bass.

Teorema 5.2.2. Si A es un dlgebra de Artin tal que para todo A-mddulo a izquierda simple S existe un

A-mddulo a izquierda proyectivo P y un monomorfismo 0 — S — P, entonces r.fin.dim A = 0.

1Es posible probar (por ejemplo, calculando el carcaj de Auslander-Reiten) que 1. fin. dim A = n.
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Demostracion. Supongamos quer. fin. dim A = n > 0, o lo que es equivalente, que inj. 1. fin.dim A =n > 0
(debido a que la dualidad D lleva médulos proyectivos en inyectivos y viceversa). Existe entonces un
A-médulo a izquierda finitamente generado M tal que L. inj.dim 4, M = 1 (ya que existe algiin A-médulo
a izquierda N finitamente generado tal que l.inj.dim, N = n, y luego l.inj.dim, Q~"*!N = 1 pues
Ext’y(—, N) ~ Ext!(—, Q~"T1N)).

Consideremos ahora la sucesién exacta 0 — M — E(M) — E — 0 donde E(M) es la envolvente
inyectiva de M y E # 0 es inyectivo.
Afirmacion. E(M) es finitamente generado.

Demostracion. Por la proposicion 2.1.8, sabemos que

E(M) = E(soc M) =E(Y_ S;) =Y E(S))

i€l i€l

Ademads, como M es finitamente generado, el conjunto I debe ser finito. Por lo tanto, para ver que E(M)

es finitamente generado basta ver que cada E(S;) lo es.

Consideremos entonces S un médulo simple, y E(S) su envolvente. Observar primero que E(S) es
indescomponible, pues si tuviésemos E(S) = Ey @ Es, por ser S simple serfa S — F; parai =101 =2,
con FE; inyectivo ya que es sumando directo de E(S); sin embargo, esto es absurdo pues tendriamos
S — E; C E(9).

Por lo tanto E(S) es un A-médulo a izquierda inyectivo indescomponible, lo cual implica que E(.S)
es isomorfo a un sumando directo de D(A4) debido a la proposicién 2.3.7. Como D(A4) es finitamente

generado, E(S) también lo sera.

Utilizando la afirmacién, E(M) es finitamente generado y por lo tanto también lo es E. Esto implica
que E es un médulo artiniano, por lo que existe un A-médulo simple S tal que S C E (si esto no fuese

cierto, podriamos encontrar una cadena descendente que no estabiliza).

Por hipoétesis, existe un médulo P proyectivo y un monomorfismo 0 — S — P. Ahora, como E es

inyectivo, existe un morfismo f; que hace conmutar el diagrama

0O——S ——P

.
p

J’ ///
r’ f1

E

y por ser P proyectivo tenemos un morfismo fo que hace conmutar el diagrama

P
f/z// lfl
L

EM) — FE ——0
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por lo que podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo

0 —— M — EM) — E ——0

Luego, como S es simple tenemos que S — E(M) es un monomorfismo (pues su kernel es un submédulo
de S, y ya sabemos que el morfismo no es nulo). Por lo tanto Im(S — E(M)) ~ S y luego Im(S — E(M))
es simple, lo cual implica que Im(S — E(M)) C soc E(M).

Pero Im(M — E(M)) es esencial en E(M) (por ser E(M) la envolvente inyectiva de M), y como
soc E(M) es la interseccién de los submddulos esenciales de E(M) (proposicién 2.1.7) tenemos que
soc E(M) C Im(M — E(M)).

Concluimos entonces que Im(S — E(M)) C soc E(M) C Im(M — E(M)) = ker(E(M) — E). Luego,

por la propiedad universal del kernel, existe un morfismo f3 que hace conmutar el diagrama
0

S
/]
le f
00— M — EM) — E —— 0

Sin embargo, esto implica que el morfismo S — E se factoriza a través de M — E(M) — E que es el

morfismo nulo, lo cual es absurdo.

O

Veamos que la hipétesis de este teorema es equivalente con que todo A-médulo a izquierda simple S

tenga una copia en soc(4A):

Sea S un A-médulo a izquierda simple. Si S tiene una copia en soc(4A), entonces existe un monomor-
fismo S < soc(4A) — A, con A proyectivo. Por otro lado, si existe un proyectivo P y un monomorfismo
S < P, como P es sumando directo de un mddulo libre tenemos S < P — €D A;, y como S es simple

icl
debe ser S < A por lo que S es isomorfo a algin ideal izquierdo de A que claramente sera simple.
Concluimos entonces que S tiene una copia en soc(4A).

Por lo tanto, para probar que r.fin. dim(A,) = 0 basta ver que todo A,-mdédulo a izquierda simple
S tiene una copia en soc(a, 4,). Esto es inmediato recordando la lista de A,-mdédulos proyectivos

n

indescomponibles presentada anteriormente, ya que como tenemos la descomposicién A, = Py & P &
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-+ @ P,_1 @ P, se cumple que

soc(a, Ap) =soc(Ph®P @ - ®P1DPF,)
= soc(Py) @soc(Py) & - - - @ soc(P,—1) @ soc(P,)

donde aparece al menos una copia de cada moédulo simple.

5.3 Algunas respuestas para la ¢ dimension

5.3.1 La ¢ en las algebras de Gorenstein

Las dlgebras de Artin Gorenstein surgen en 1991 en el articulo Applications of Contravariantly Finite
Subcategories, de M. Auslander e I. Reiten, como algebras de Artin en la que las dimensiones inyectivas
de A como A-médulo a izquierda y a derecha son finitas. En esta seccién mostraremos que, si nos

restringimos a esta clase de algebras, la ¢ dimensién presenta la simetria buscada.

Definicién 5.3.1. Si A es un algebra de Artin, diremos que A es de Artin Gorenstein si verifica que
LidA<ooyr.idA < co.

Proposicién 5.3.2. Si A es un dlgebra de Artin Gorenstein, entonces 1.id A = r.id A.
Demostracion. Supongamos que 1.id A = n y r.id A = m. Sabemos ademéas que r.id A = 1.pd DA.
Veremos primero que m < n; la demostracién de la otra desigualdad es anéloga.

Como 1. pd DA = m, podemos considerar una resolucién proyectiva de DA de largo m con términos

finitamente generados,

0—=P, P — - —P%P%DA—0

Dado que P,, es un moédulo proyectivo finitamente generado, se descompone como suma directa de
submddulos proyectivos indescomponibles. Luego, como A puede escribirse como la suma directa de
todos sus médulos proyectivos indescomponibles (a menos de isomorfismo), tenemos que existe ¢t € N de

manera que B, es un sumando directo de A?.

Esto implica que 1.id P,, < l.id A* = 1.id A = n, por lo que basta ver que m < l.id P,,. Para esto,
mostraremos que Ext’y (DA, P,,) # 0.

Recordemos c6mo se define Ext’y (DA, P,,): partimos de una resolucién proyectiva cualquiera, por
ejemplo
0—=P, P — =P 5P %DA—0

y aplicamos el functor contravariante Hom 4 (—, P,,) para obtener la sucesién truncada
d; d*
0 — Hom(P,, P,,) — Homu (P, Py) — -+ — Homa(Ppy_1, Py) == Homa (P, P) — 0

ker0  Homa(P,, P)
Imd; Imdz,

Luego, tenemos que Ext’) (DA, P,,) = . Veamos entonces que este cociente es

no nulo.
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Si fuese Hom 4 (P, Pr) = Im d?,, entonces el morfismo idp,, tendria una preimagen por d7,, es decir,

existirfa ¢ : Pp—1 — P, tal que df,(¢) = @d,, = idp,, . Esto implica que la sucesién exacta corta
0— Pn % P,_1 — Om-1pA — 0

se escinde, por lo que P,,_1 ~ P,, ® Q™ 1DA. Pero entonces Q™ 'DA es proyectivo, por ser sumando

directo de un médulo proyectivo, lo cual es absurdo pues obtendriamos que 1. pd DA < m — 1.

O

Introducimos ahora un tltimo concepto que nos ayudard en nuestro objetivo.

Definicién 5.3.3. Si A es un anillo, definimos la categoria perpendicular a izquierda de A como

LA ={M € A-mod : Ext’ (M, A) = 0 para todo i > 1}

Haremos uso del siguiente teorema, que enunciaremos sin demostracion.

Teorema 5.3.4. Si A es un anillo, entonces la restriccion del functor sizigia € : - A-mod — + A-mod

es fiel y pleno.

Demostracion. Este teorema aparece originalmente en [AB69], aunque una demostracién més concisa

puede hallarse en [LMS, teo. 3.7]. O

Este resultado nos permite deducir el siguiente teorema, tomado también de [LMS].

Teorema 5.3.5. Si A es un dlgebra de Artin y M € LA, entonces ¢(M) = 0.

T

Demostracion. Sea M € LA y consideremos una descomposicién M = @ M en submédulos indes-
i=1

componibles. Supongamos también, sin pérdida de generalidad, que ninguno de los M; es proyectivo.

Tenemos entonces que [add M| = ([M],...,[M,]) por lo que el rango de [add M] es r.

Supongamos por absurdo que ¢(M) =t > 0; luego ¢ es el iltimo paso en el que decrece el rango al
aphcar Q0 1([add M]) — Q(Jadd M]), y por lo tanto debe existir una nueva relacién (no trivial)

Zt Qt Zth | donde t;,7; > 0.

k k
Tenemos entonces que Q(@ QM) ~ Q(@ Q'"'M[") en A-mod. Sin embargo, es inmediato
i=1 i=1
k
observar que M; € + A para cada i (y por lo tanto € Qtflei € + A-mod) lo cual implica, recordando

i=1
k

k

el teorema anterior, que existe un isomorfismo @ Qtfle’i ~ EB QtflMi” en A-mod. Por lo tanto la
i=1 i=1

relacién no trivial que hallamos ya era vélida en el grupo Q~!(Jadd M]), lo cual es una contradiccién.

O

Haciendo uso de estas herramientas, probemos el resultado que buscamos acerca de la ¢ dimensién.

Teorema 5.3.6. Si A es un dlgebra de Artin Gorenstein, entonces 1. ¢dim A = r. pdim A.
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Demostracion. Como A es de Gorenstein sabemos que 1.id A = n < o0o; mas atn, la proposicién 5.3.2
nos asegura que l.id A = n = r.id A. Tenemos entonces que 0 = Ext’; 7" (M, A) ~ Ext’, (Q"M, A) para
todo t > 1, lo que implica que Q"M € LA para todo M € A-mod, y luego ¢(Q"M) = 0 para todo
M € A-mod.

Ahora, el item 6 de la proposicién 4.1.11 da lugar a la siguiente cadena de desigualdades

P(M) <1+ ¢(Q2M)
<141+ ¢(Q°M)

<n+¢(Q"M)

<n

a partir de la cual concluimos que ¢(M) < n. Como esto es vélido para todo M € A-mod, obtenemos
que
LogdimA<n=r.idA=1lLpdDA <1l fin.dimA <1.¢dim A

por lo que las desigualdades son en realidad igualdades y 1. ¢ dim A = n. De manera analoga se prueba

que r. ¢ dim A = n, lo que concluye la demostracion.

O

5.3.2 Nuevas formas de ¢

Esta tultima seccién del capitulo refleja el interés por comprender la simetria de las diferentes dimensiones
homoldgicas; en particular, nos dedicaremos a la funcién ¢ de Igusa y Todorov. Las definiciones y
resultados que aparecen surgen de discusiones llevadas adelante en el segundo semestre de 2014, por

Diego Bravo, Marcelo Lanzilotta y la autora de esta monografia.

Recordemos que en el capitulo anterior fue definido el concepto de d divisién de la siguiente manera
Definicién 5.3.7. Sea A un dlgebra de Artin sobre R, d un entero positivo y M € A-mod. Decimos que
un par (X,Y) de objetos en add M es una d-divisién de M si se verifican las siguientes condiciones:

e add X NaddY =0,

o Ext?(X,—) % Ext%(Y,—) en Cy,

o Ext4™(X, ) ~ Ext4 (Y, ) en Ca.

Dado que las d divisiones definidas de esta manera contemplan A-médulos a izquierda y se ven

caracterizadas por los functores Ext!y con su primera variable fija, introducimos la notacién ¢ g, (A-mod)

para referirnos a la dimensién del algebra A definida a través de estas d divisiones, es decir,
¢r, (A-mod) = sup{d € N: existe M € A-mod tal que M admite una d divisién}

Observar que en nuestra notacién, el subindice F; indica que las d divisiones se definen al partir de los
functores Ext’ con su primera variable fija, y que al escribir A-mod queremos indicar que se considerard

la categorfa de A-mdédulos a izquierda (finitamente generados).

Tal como hemos visto en el teorema 4.1.17, ¢, (A-mod) = 1. ¢ dim A.
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En adelante nos referiremos a una d-divisién, tal como se ve en la definicién 5.3.7, como una
(I, Eq,d)-divisién, donde [ indica que estamos considerando la categoria A-mod de mdédulos a izquierda,

y E1 que estamos considerando los functores Ext!y con su primera variable fija.

De manera similar, podriamos considerar la nocién de (r, £y, d)-divisiones en la categoria mod-A y
obtendriamos en este caso la dimensién ¢ g, (mod-A), definida como

¢r, (mod-A) = sup{d € N: existe M € mod-A tal que M admite una (r, Ey,d) divisién}
Andlogamente a su versién a izquierda, es posible probar que ¢g, (mod-A) = r. ¢ dim A.

A la hora de generalizar el concepto de las d-divisiones, es natural introducir ademds dos nuevas
variantes: aquella que utiliza los functores Ext’, con su segunda variable fija, y la que utiliza en cambio
los functores Tor;'. Formalicemos estas ideas. Aclaramos que si bien la categoria C4 fue definida como
aquella formada por los R-functores F': A-mod — R-mod, nos referiremos también por C4 a la categoria
cuyos functores tienen como codominio a mod-A, pues no hay lugar a confusién una vez que nos hallamos

en contexto.

Definicién 5.3.8. Sea A un algebra de Artin sobre R, d un entero positivo y M € A-mod. Decimos que

un par (X,Y) de objetos en add M es una (I, Eo, d)-divisién de M si se verifican las siguientes condiciones:

e addX NaddY =0,
o Extd(—, X) £ Ext%(—,Y) en Cy,

o Ext™(— X) ~ Ext4™(—,Y) en Ca.

Obtenemos de esta manera la dimensién ¢g, (A-mod), dada por
¢B, (A-mod) = sup{d € N: existe M € A-mod tal que M admite una (I, Eo, d) divisién}

Haciendo un breve repaso de la seccién 4.1.2, no es dificil ver que el concepto de (I, Es, d)-division es el
reemplazo natural de las d-divisiones si al definir la funciéon ¢ cambiamos los médulos proyectivos por
los inyectivos. De esta manera, ¢ g, (A-mod) coincide con la ¢ dimensién a izquierda de A si utilizamos

los médulos inyectivos.

Como es esperable, podemos considerar la versién a derecha de las (I, Es, d)-divisiones, con lo que
definimos la dimensién ¢ g, (mod-A) como sigue

¢r,(mod-A) = sup{d € N: existe M € mod-A tal que M admite una (r, E3,d) divisién}

Finalmente, introducimos el siguiente concepto.

Definicién 5.3.9. Sea A un dlgebra de Artin sobre R, d un entero positivo y M € A-mod. Decimos que
un par (X,Y) de objetos en add M es una (I, T, d)-divisién de M si se verifican las siguientes condiciones:

e add X NaddY =0,
A A
e Tory(—,X) # Torj(—,Y) en Ca,
A A
e Tory, (=, X) ~Torg,(—,Y)enCa.
junto con su correspondiente versién a derecha
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Definicién 5.3.10. Sea A un algebra de Artin sobre R, d un entero positivoy M € mod-A. Decimos que
un par (X,Y") de objetos en add M es una (r, T, d)-divisién de M si se verifican las siguientes condiciones:

e add X NaddY =0,

A A

o Torj (X, —) % Torg (Y,—) en Cy,

o Tory,;(X,—) =~ Tory, (Y, ~) en Ca.

Observar que no es necesario aclarar si se trata de 77 o de 15, pues en cada caso s6lo una de ellas
tiene sentido.

Llamaremos a la dimensiones definidas a partir de las (I, T, d)-divisiones y las (r,T,d)-divisiones

o1, (A-mod) y ¢, (mod-A), respectivamente.
Tenemos entonces seis dimensiones definidas sobre el dlgebra A, a saber,
¢p, (A-mod) =1. ¢dim A, ¢g, (mod-A) =r1.¢dim A4, ¢g,(A-mod), ¢g,(mod-A), ¢r,(A-mod) y ¢, (mod-A)

Nuestra meta es conectar las dimensiones ¢g, (A-mod) y ¢, (mod-A); con esto en mente, nos interesa
buscar relaciones entre estas nuevas dimensiones que puedan asistirnos en ese objetivo. Para esto haremos
uso de la dualidad D definida anteriormente.

Nos referiremos ahora a algunas de las identidades derivadas demostradas en el apéndice, en concreto,

Teorema A.1.2. Dados dos anillos R y S y mddulos Ar, rBs y Cs con C inyectivo, existe un
isomorfismo
Ext% (A, Homg (B, C)) ~ Homg(Tor (A, B),C)

para cada i > 0.

Teorema A.1.11. Sean R y S dos anillos y mdédulos rA, rBs y Cs. Si R es noetheriano a izquierda,

A finitamente generado y C inyectivo, existe un isomorfismo
Tor(Homg (B, C), A) ~ Homg(Ext (A, B),C)

para todo i > 0.

Adaptemos los teoremas anteriores a nuestro contexto. En este caso, el anillo R sera nuestra algebra
A, el anillo S serd nuestro anillo artiniano R, y en el lugar de C fijaremos el médulo inyectivo J definido

en la seccién 2.2. Luego, si nos restringimos a A-médulos finitamente generados, tendremos que
Ext’y (M, Hompg(N, J)) ~ Homp(Tor (M, N), .J) para cada i > 0 y cada M € mod-A, N € A-mod
Tor (Hompg(N, J), M) ~ Hompg(Ext’y (M, N), J) para cada i > 0 y cada M, N € A-mod
Recordando que D = Hompg(—, J), obtenemos
Ext’y (M, D(N)) ~ D(Tor:*(M, N)) para cada i > 0 y cada M € mod-A, N € A-mod

Tor (D(N), M) ~ D(Ext%, (M, N)) para cada i > 0 y cada M, N € A-mod

Interpretemos estos isomorfismos en relacién a las dimensiones que queremos conectar. Si en el primer
isomorfismo fijamos el médulo M € mod-A, obtenemos que Ext’y(M, D(—)) ~ D(Tor{ (M, —)) para cada
i > 0. Debido a que D : A-mod — mod-A es una dualidad, esto implica que

¢p, (mod-A) = ¢p, (mod-A)
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Fijando en cambio N € A-mod vemos que Ext%(—, D(N)) ~ D(Tor;'(—, N)) para cada i > 0, de lo

?

que se deduce que ¢g,(mod-A) = ¢r, (A-mod).

Si ahora concentramos nuestra atencién en el segundo isomorfismo fijando M € A-mod, tenemos que
Tor (D(—), M) ~ D(Ext’, (M, —)) para cada i > 0, por lo que ¢7,(A-mod) = ¢z, (A-mod).

Por otro lado, al fijar el médulo N € A-mod en este mismo isomorfismo obtenemos que
Torl (D(N), —) ~ D(Ext%(—, N)) para cada i > 0, y luego ¢z, (mod-A) = ¢, (A-mod).

Recapitulando, hemos probado las siguientes igualdades
¢ g, (mod-A) = ¢, (A-mod) = ¢p, (A-mod) =1. ¢dim A

¢p,(A-mod) = ¢, (mod-A) = ¢p, (mod-A) =r.pdim A

Si bien esto no cumple nuestro objetivo, alcanzaria con encontrar alguna relaciéon que conecte estas dos

ramas para mostrar que 1. ¢dim A =r. ¢ dim A.
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Apéndice A

Identidades naturales

Presentamos en este apéndice algunos isomorfismos naturales entre functores, a los que llamamos identi-
dades naturales, junto con los correspondientes isomorfismos en sus functores derivados. Estos resultados
son ampliamente conocidos y se encuentran dispersos entre los libros de texto cldsicos, por lo que es
nuestro objetivo que este capitulo sirva como una pequena recopilaciéon. A su vez, presentamos como
aplicacion de estos isomorfismos dos teoremas debidos a T. Ishikawa que relacionan las dimensiones plana

e inyectiva.

A.1. Identidades y sus derivadas

Presentaremos los isomorfismos en el siguiente orden, cuando sea posible: primero mostraremos el
isomorfismo entre los functores, luego el correspondiente isomorfismo en los functores derivados (si existe),
seguido por la versién ”simétrica” (es decir, cambiando los médulos derechos por médulos izquierdos y

viceversa) de la identidad y su derivada.

Comenzamos con el siguiente teorema, cuyo enunciado y parte de su demostracién se puede encontrar
en [Rot09, teo. 2.75].

Teorema A.1.1 (Adjuncién del Hom y el tensor 1). Dados dos anillos R y S y mddulos Mg, gNgs y

Ts, existe un isomorfismo

v, N7 : Homg(M ®@r N,T) — Hompg(M, Homg(N,T))
natural en las tres variables dado por Tar,n,r(f)(m)(n) = f(m®n), donde f : M Qr N =T, me M y
néeN.
Demostracion. Es inmediato observar que la funcién 7 = 7a 7 estd bien definida (es decir, que
7(f)(m) € Homg(N,T) y 7(f) € Hompr(M,Homg(N,T))) y que es aditiva.

Veamos entonces que es una biyeccién. Si 7(f) = 0 entonces 7(f)(m)(n) = f(m ® n) = 0 para todo
m € M, n € N. Esto implica que f = 0 pues los elementos de la forma m ® n son generadores de
M ®gr N, por lo que 7 es inyectiva.
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Para probar la sobreyectividad, consideremos g € Homp (M, Homg(N,T)) y definamos ¢ : M xN — T
como p(m,n) = g(m)(n). Es facil probar que ¢ es una funcién R-biaditiva, por lo que la propiedad
universal del producto tensorial nos asegura la existencia de un inico morfismo de grupos ¢ : M@rN — T
que hace conmutar el diagrama

MxN—>— T

M®r N

Luego tenemos que @((m ® n)s) = @(m @ ns) = @(m,ns) = g(m)(ns) = g(m)(n)s = p(m,n)s =
@(m ®n)s para todo s € S, m € M, n € N, por lo que ¢ € Homg(M ®r N,T). Dado que g = 7(®)
concluimos que 7T es sobreyectiva.

Veamos ahora la naturalidad de 7 en la primera variable. Si f : M — M’ es un morfismo en Mod-R,
observando que Homg(— ®g N,T) y Homp(—, Homg(N,T)) son functores contravariantes podemos
considerar el diagrama

Homg (M’ ®z N,T) —2™T, Homp(M', Homg(N,T))

J(f@idzv)* Jf*

TM,N,T

Homg(M ®p N,T) ——— Hompg(M,Homg(N,T))

Verifiquemos que este diagrama es conmutativo. Si g € Homg(M'®gr N,T), m € M, n € N, entonces
(f*orar,nr)(9)(m)(n) = (Tar, v, (9) © f)(m)(n) = Tar N7 (9)(f (M) (n) = g(f(m) @ n)
(Ta,v,r o (f @idn)*)(g)(m)(n) = Tm,nr(go (f ®@idy))(m)(n) = go (f ®idy)(m@n) = g(f(m) @n)

Para verificar la naturalidad en la segunda variable, consideremos f : N — N’ un morfismo en
R-Mod-S. Dado que los functores Homg(M ®p —,T) y Homp(M,Homg(—,T)) son contravariantes,
tenemos el diagrama

TM,N',T

Homg(M ®r N',T) ——— Hompg(M,Homgs(N',T))

J(idM(XJf)* Jf*

Homg(M @ N,T) —=* s Homp (M, Homg(N,T))

Si tomamos g € Homg(M ®g N',T), m € M, n € N, entonces
(f* o mar,nr 1) (9) (M) (n) = (Tar,nv,7(9))(m) f(n) = g(m @ f(n))
(Tar,n,7 0 (idar @ f)*)(g)(m)(n) = Tar,nr(g 0 (idar @ f))(m)(n) = go (idy ® f)(m®n) = g(m® f(n))

Finalmente, verifiquemos la naturalidad en la tercera variable. Sea f : T — T un morfismo en Mod-S.
Como Homg(M ®p N,—) y Homg(M,Homg(N,—)) son functores covariantes podemos considerar el
diagrama
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TM,N,T

Homg(M ®g N, T) Homp(M,Homg(N,T))

2 J»

Homg (M ®r N, T") —2*""s Homp (M, Homg(N,T"))

Veamos que es conmutativo. Si g € Homg(M ®g N, T), m € M, n € N, entonces
(fi o mar,n,1)(9) (M) (n) = f o (Tar,n,7(9))(m)(n) = f(g(m @ n))
(tmny1 0 f)(g)(m)(n) = TN (f 0 g)(m)(n) = fog(m®@n) = f(g(m @n))
O
Probamos a continuacion la version derivada de la identidad anterior. El enunciado de este teorema

puede verse en [CE56, prop. 5.1, capitulo XI], aunque la demostracién que realizamos es una trivial
adaptacién de [EJ00, teo. 3.2.1].

Teorema A.1.2. Dados dos anillos R y S y mddulos Mg, rNs y Es con E inyectivo, existe un
isomorfismo
om.N.E : Exth (M, Homg (N, E)) — Homg(Tor (M, N), E)

para cada © > 0.

Demostracion. El caso i = 0 es la inversa de la identidad probada en el teorema anterior.

Para ¢ > 0 consideremos P una resolucién proyectiva de M. Tenemos entonces

Ext% (M, Homg(N, E)) =H'(Hompg(P,, Homg (N, E))
~H' (Homg(Pe ®g N, E))
~Homg(H' (P, ®g N), E)
=Homg(Tor (M, N), E)

donde el primer isomorfismo es debido al teorema anterior y el segundo a que, por ser E inyectivo, los
functores H* y Homg(—, F) conmutan (proposicién 1.3.5).

O

De manera anéloga, es posible probar los siguientes resultados.

Teorema A.1.3 (Adjuncién del Hom y el tensor 2). Dados dos anillos R y S y mddulos gRM, sNg y

sT, existe un isomorfismo
v N7 : Homg(N ®r M,T) — Homp(M, Homg(N,T))

natural en las tres variables dado por Tar,n,7(f)(m)(n) = f(n®m), donde f : N@p M - T, me M y
neN.

Demostracion. [Rot09, teo. 2.76]. O
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Teorema A.1.4. Dados dos anillos R y S y mddulos rRM, sNr y sE con E inyectivo, existe un
isomorfismo
oy g Exth (M, Homg(N, E)) — Homg(Torf*(N, M), E)

para cada i > 0.
Demostracion. [EJOO, teo. 3.2.1]. O

Continuamos con el siguiente teorema, que se puede encontrar en [AF92, prop. 20.7].

Teorema A.1.5. Dados dos anillos R y S y mddulos gM, Ng y rTs, existe un isomorfismo
TM,N,T - 1101111:5(]\47 Homg(N, T)) — HomS(N, HomR(M, T))

natural en las tres variables dado por Ta n1(f)(n)(m) = f(m)(n), donde m €¢ M, n € N y f €
HomR(M,HomS(N, T))

Demostracion. Nuevamente, es inmediato verificar que 7 estd bien definida y es aditiva, y la naturalidad

se prueba de manera similar a la del teorema A.1.1.

Para probar que 7 = 7ps, n 7 €s un isomorfismo, definimos una funcién
1 : Homg(N, Homg(M,T)) — Hompg(M,Homg(N,T))

de la siguiente manera: n(f)(m)(n) = f(n)(m) donde m € M, n € Ny f € Homg(N,Homg(M,T)).

Es sencillo ver que 7 y 7 son inversas:

siempre que m € M, n € N, f € Homg(N,Homg(M,T)) y g € Homg(M,Homg(N,T)).

El siguiente teorema puede encontrarse enunciado en [AF92, prop. 20.11], aunque la demostracién

que presentamos es una leve adaptacién de la que se encuentra en [CE56, prop. 5.2, capitulo VI]J.

Teorema A.1.6. Sean R y S dos anillos y mddulos Pr, sNg y sT. Si P es proyectivo y finitamente

generado, existe un isomorfismo
TP,N,T * P SR HomS(N, T) — HomS(HomR(P, N), T)

natural en las tres variables dado por Tpn1(p ® f)(g) = f(9(p)), donde p € P, f € Homg(N,T) y
g € Homp (P, N).

Demostracion. Es rutinario verificar que 7p y 1 estd bien definida y es aditiva, y la naturalidad en las

tres variables es similar a la del teorema A.1.1. Veremos a continuacién que 7 = 7p n,7 es un isomorfismo.

Consideremos primero el caso en que P = R. En este caso tenemos isomorfismos dados por
R ®r Homg (N, T) L) HOHls(]V7 T) HomS(N, T) L> HomS(HomR(R, N), T)
o(r® f)(n) = f(nr) ¥(f)g) = flg(1))
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Al componerlos obtenemos Yo (r ® f)(g) = ¢(r® f)(g(1)) = f(g(1)r) = f(g(r)), es decir, Y = T por

lo que 7 es un isomorfismo.

Dado que los functores involucrados son aditivos, esto claramente implica que 7 es un isomorfismo si
P es un médulo libre y finitamente generado. Luego, el mismo razonamiento nos permite concluir que 7
es un isomorfismo en el caso en que P es proyectivo y finitamente generado, pues serd sumando directo

de un moédulo libre finitamente generado.
O
Mostramos a continuacién que el teorema anterior también es vélido bajo diferentes hipétesis, como
es posible ver en [EJ00, teo. 3.2.11].

Teorema A.1.7. Sean R y S dos anillos y modulos M, sNr y sE. Si M es finitamente presentado y

E inyectivo, existe un isomorfismo

vmN,E : M ®gHomg(N, E) — Homg(Hompg(M, N), E)
natural en las tres variables dado por var n.g(m @ f)(g) = f(g(m)), donde m € M, f € Homg(N,E) y
g € Homp(M,N).

Demostracion. Al igual que en el teorema anterior, es rutinario verificar que vy y g estd bien definida
y es aditiva y natural en las tres variables, por lo que probaremos simplemente que v = vy n,F €s un

isomorfismo.
Como M es finitamente presentado, existe una sucesién exacta
Fi—F 5 M-—0
con Fy, Fi R-moédulos finitamente generados y libres.
Por un lado, la exactitud a derecha del functor — ® g Homg (N, F) nos da la sucesién exacta

Fy ® g Homg(N, E) — Fy ® g Homg(N, E) — M ®p Homg(N,E) — 0

Por otro lado, la exactitud a izquierda del functor contravariante Homp(—, N) nos da la sucesién
exacta
00— HOIHR(M, N) — HOHlR(Fo, N) — HomR(Fl, N)

y al aplicarle el functor contravariante Homg(—, E), que es exacto a derecha por ser E inyectivo, obtenemos

la sucesién exacta

Homg(Homp(Fy, N), E) — Homg(Hompg(Fy, N), E) —s Homg(Homp (M, N), E) — 0

Consideremos entonces el diagrama

F, ® g Homg(N,F) ——— Fy ®g Homg(N,E) ——— M ®p Homg(N,E) ——— 0

J/TFl,N,E J/TFO,N,E J/VM,N,E

Homg(Hompg(Fy, N), E) —— Homg(Hompg(Fy, N), E) —— Homg(Homp(M,N),E) —— 0

donde los dos primeros mapas verticales son los isomorfismos que obtenemos al aplicar el teorema anterior
(pues los F; son médulos proyectivos y finitamente generados). Por el lema de los tres 1.1.15, basta
probar que el diagrama es conmutativo para concluir que v es un isomorfismo.
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La naturalidad de 7 en la primera variable nos asegura que el cuadrado de la izquierda en nuestro
diagrama conmuta. Para verificar la conmutatividad del cuadrado de la derecha, consideremos = € Fy,
f € Homg(N, E) y g € Homg(M, N). Recorriendo el diagrama obtenemos

z® fr (@)@ f = v(p(r) @ f), donde v(p(z) @ f)(g9) = flg(p(2))).

@ for 1@ f)= " (r(z© [f)), donde *(7(z @ f))(g9) = 7(z @ f)(9¢) = f(9(2))-
O

Presentamos ahora la derivada de la identidad natural probada en el teorema anterior, andloga a la
que se encuentra en [EJ00, teo. 3.2.13].

Teorema A.1.8. Sean R y S dos anillos y mdodulos Mg, sNgr y sE. Si R es noetheriano a derecha, M

finitamente generado y E inyectivo, existe un isomorfismo
Tor?(M, Homg(N, E)) ~ Homg (Ext% (M, N), E)

para todo © > 0.

Demostracion. El caso ¢ = 0 es el isomorfismo probado en el teorema anterior.

Como M es finitamente generado y R noetheriano, podemos considerar una resolucién proyectiva P,

de M en la que cada médulo proyectivo es ademas finitamente generado. Por lo tanto, tenemos

Torf (M, Homg(N, E)) = H (P, ®r Homg(N, E))
~ H'(Homg(Homp(P., N), F))
~ Homg (H'(Homg(P,, N)), E)
= Homg (Exts (M, N), E)

donde el primer isomorfismo es debido al teorema anterior y el segundo a que, por ser E inyectivo, los

functores H* y Homg(—, F) conmutan (proposicién 1.3.5).
O
Observar que este teorema es trivial bajo las hipétesis del teorema A.1.6, ya que al ser P proyectivo
tenemos Tor!*(P, Homg(N,T)) = Ext% (P, N) = 0 para todo i > 0.
De manera anéloga, es posible probar los siguientes resultados.

Teorema A.1.9. Sean R y S dos anillos y modulos gP, rNs y Ts. Si P es proyectivo y finitamente

generado, existe un isomorfismo
TP,N,T * HOms(N, T) Rr P —> HomS(HomR(P, N), T)
natural en las tres variables dado por Tpn (f ® p)(g) = f(9(p)), donde p € P, f € Homg(N,T) y
g € Homp(P, N).
Demostracion. [CE56, prop. 5.2, capitulo VI]. O

Teorema A.1.10. Sean R y S dos anillos y mddulos M, rNg y Eg. Si M es finitamente presentado

y E inyectivo, existe un isomorfismo
VM,N,E : HOIIls(]\f7 E) ®R M — HomS(HomR(M, N),E)
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natural en las tres variables dado por vy n g(f @ m)(g) = f(g(m)), donde m € M, f € Homg(N,E) y
g € Homp(M,N).

Demostracion. [Rot09, lema 9.71]. O

Teorema A.1.11. Sean R y S dos anillos y mddulos gRM, RNs y Eg. Si R es noetheriano a izquierda,

M finitamente generado y E inyectivo, existe un isomorfismo
Tor!(Homg (N, E), M) ~ Homg(Exts (M, N), E)

para todo i > 0.
Demostracion. [EJO0, teo. 3.2.13]. O

A continuacién presentamos una tltima serie de identidades naturales.

Teorema A.1.12. Sean R y S dos anillos y médulos gP, rNs y sT. Si P es finitamente generado y

proyectivo, existe un isomorfismo
Tp.N,1 : Homp(P,N) ®¢ T — Homp(P,N ®sT)

natural en las tres variables dado por Tp n1(f @t)(p) = f(p) @1, dondep € P, t € T y f € Hompg(P, N).

Demostracion. Esta prueba es similar a la del teorema A.1.6, y se puede encontrar en [AF92, prop.
20.10].

O

Al igual que en el caso del teorema A.1.6, es posible probar este isomorfismo bajo diferentes hipétesis.

Teorema A.1.13. Sean R y S dos anillos y moédulos pM, pNg y sF. Si M es finitamente presentado

y F plano, existe un isomorfismo
TM,N,F : HOH’IR(M, N) ®Rs F— HOH’IR(M,N Xs F)

natural en las tres variables dado por Ty, N r(f ® z)(m) = f(m) @ x, dondem € M, z € F y f €
Homp(M, N).

Demostracion. Esta prueba es similar a la del teorema A.1.7, y se halla enunciada en [EJ00, teo. 3.2.14].

O

El siguiente teorema se trata de la derivada de la identidad anterior.

Teorema A.1.14. Sean R y S dos anillos y mddulos pM, pNg y sF. Si R es noetheriano a izquierda,
M finitamente presentado y F' plano, existe un isomorfismo

Ext%(M,N)®g F ~ Ext% (M, N ®g F)

para todo © > 0.
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Demostracion. Esta prueba es similar a la de los teoremas A.1.2 y A.1.8, y puede verse enunciada en
[AF92, teo. 3.2.15].

O
Observar que este teorema es trivial bajo las hipdtesis del teorema A.1.12, ya que al ser P proyectivo
tenemos Exth (P, N) = Exth(P,N ®g T) = 0 para todo i > 0.
De manera anéloga tenemos los siguientes isomorfismos.

Teorema A.1.15. Sean R y S dos anillos y médulos rP, rNs y sT. Si P es finitamente generado y

proyectivo, existe un isomorfismo
e T ®gHomp(P,N) — Homp(P,N ®sT)
natural en las tres variables dado por Tp n 7 (t® f)(p) = f(p) @1, dondep € P, t € T y f € Hompg(P, N).

Teorema A.1.16. Sean R y S dos anillos y modulos gM, RNs y sF. Si M es finitamente presentado

y F plano, existe un isomorfismo
TM,N,F : F®g HOHIR(M7N) — HOHIR(M,N Xs F)
natural en las tres variables dado por Ty np(z @ f)(m) = f(m) @ x, donde m € M, x € F y f €
Hompg (M, N).
Demostracion. [Rot09, lema 4.86]. O

Teorema A.1.17. Sean R y S dos anillos y modulos M, rRNg y sF. Si R es noetheriano a derecha,

M finitamente presentado y F' plano, existe un isomorfismo
Ext%(M,N)®s F ~ Ext%(M, N ®g F)

para todo © > 0.

A.2. Aplicacion: teoremas de Ishikawa

Es muy sencillo observar (por ejemplo, utilizando la adjuncién entre Hom y el tensor probada en el
teorema A.1.1) que si R es un anillo conmutativo y M, N son R-mddulos proyectivos, entonces M ®@p N
es también un R-médulo proyectivo. Sin embargo, esto deja de ser cierto si consideramos moédulos

inyectivos.

La pregunta ;Es el producto tensorial de dos mddulos inyectivos sobre un anillo conmutativo también
inyectivo? fue propuesta originalmente por N. Yoneda, y en 1965 T. Ishikawa mostré que la respuesta es
afirmativa en el caso en que R es noetheriano y su envolvente inyectiva es un R-médulo plano.

Nuestro objetivo en esta seccién serd demostrar un teorema debido a T. Ishikawa que juega un rol
importante en la prueba de esta afirmacién, y que muestra cierta “dualidad” entre mdédulos planos e
inyectivos. Concretamente, veremos que si R y S son anillos cualesquiera, y consideramos mdédulos g Mg

y Eg donde E es un cogenerador inyectivo en Mod-S, entonces

l.fdp M =r.idg Homg (M, E)
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Si ademéas R es noetheriano a izquierda, entonces

L. 1dRM = I‘.de HOHIS(M, E)

Con esta finalidad introduciremos los conceptos de cogenerador inyectivo y de caracter de un médulo, y
presentaremos algunos resultados de utilidad cuyas demostraciones hacen uso de las identidades probadas

anteriormente.
Comenzamos con el siguiente resultado, conocido como ”Injective producing lemma”.

Proposicion A.2.1. Sean R y S dos anillos, y mddulos rFs, Es donde rF es plano y Es inyectivo.
Entonces Homg (F, E) es un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Debemos probar que el functor Hompg(—, Homg(F, E)) es exacto, lo cual es equiva-
lente a probar la exactitud del functor Homg(— ®pg F, E) debido al teorema A.1.1. Sin embargo,
Homg(—®g F, E) = Homg(—, F)o— ®pg F' y ambos functores son exactos, pues F es plano y F inyectivo.

O

De manera similar, es posible demostrar la siguiente proposicién.

Proposicion A.2.2. Sean R y S dos anillos, y modulos Pr, rQs donde Pr y Qg son proyectivos.
Entonces P ®r Q es un S-mddulo proyectivo.

Demostracion. Debemos probar que el functor Homg(P ®g @, —) es exacto, lo cual es equivalente a
probar que el functor Homg (P, Homg (@, —)) es exacto, debido al teorema A.1.1. Pero tenemos que
Hompg (P, Homg(Q, —)) = Homg(P,—) o Homg(Q, —) y ambos functores son exactos por ser Py Q

proyectivos.

O

Introducimos ahora un concepto que nos sera de gran utilidad en lo que resta de esta seccién.

Definicién A.2.3. Decimos que un R-moédulo inyectivo E es un cogenerador inyectivo en R-Mod si para
cada R-médulo M y cada elemento no nulo x € M existe f € Homg(M, E) tal que f(z) # 0.

Observacion A.2.4. La definicién anterior es equivalente a que Hompg (M, E) # 0 para todo R-médulo
no nulo M, ya que si € M es no nulo entonces debe existir un morfismo no nulo f € Homg(Rz, E), y

como E es inyectivo se extiende a un morfismo (no nulo) f € Hompg (M, E).

Ejemplo A.2.5. El grupo Q/Z es un cogenerador inyectivo en la categoria de grupos abelianos.

Sabemos que Q/Z es un Z-médulo inyectivo, pues es divisible. Luego, si M es un grupo abeliano y

x € M es no nulo, podemos definir un morfismo no nulo f € Homyz(Zxz,Q/Z) de la siguiente manera: si

x es libre de torsién, elegimos un elemento no nulo g € Q/Z y definimos f(nz) = ?; de lo contrario, si
=

m € N es el menor natural tal que ma = 0, definimos f(nz) = -.

Es facil ver que f definido de esta manera efectivamente es un morfismo, y luego se extiende a
f € Homyz(M,Q/Z) gracias a la inyectividad de Q/Z.

Definicién A.2.6. Si M es un R-médulo, definimos su médulo caracter como M+ = Homy (M, Q/Z).
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Observacion A.2.7. El ejemplo anterior nos asegura que M ™ es un R-mdédulo a derecha no nulo para
cada R-médulo a izquierda M no nulo.

En adelante utilizaremos cogeneradores inyectivos con frecuencia. La proposicion siguiente nos asegura

que esto tiene sentido, pues para todo anillo R existe al menos un cogenerador inyectivo en R-Mod.

Proposicién A.2.8. Si R es un anillo, entonces Rt = Homy (R, Q/Z) es un cogenerador inyectivo en
R-Mod.

Demostracion. Dado que Q/Z es un Z-mdédulo inyectivo y R un R-médulo plano, la proposicién A.2.1
nos asegura que Homgz(R, Q/Z) es un R-médulo inyectivo.
Ahora, si M es un R-moédulo no nulo, por el teorema A.1.1 tenemos
Homp (M, R") = Homg(M,Homgz(R,Q/Z)) ~ Homz(M ®r R,Q/Z) ~ Homz(M,Q/Z) = M*
siendo este tiltimo no nulo, lo que implica que R es un cogenerador inyectivo.
O
Lema A.2.9. Sean R y S anillos, E un cogenerador inyectivo en R-Mod, y bimddulos M', M, M" en

R-Mod-S.

1. M % M es un monomorfismo en R-Mod-S si y sélo si Homp(M, E) LN Homp(M',E) es un

epimorfismo en S-Mod.

2. M 5 M" es un epimorfismo en R-Mod-S si y sdlo si Homp(M", E) SN Homp(M,E) es un
monomorfismo en S-Mod.

3. Una sucesion 0 — M’ 25 M 2 M” — 0 en R-Mod-S es ezacta si y solo si la sucesion en
S-Mod 0 — Homp(M", E) 5 Homp(M, E) £+ Homp(M', E) — 0 también lo es.

Demostracion. [EJO0, lema 3.2.8]. O

Comenzamos ahora a establecer la relacién entre los mdédulos inyectivos y planos antes mencionada.

Teorema A.2.10. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para F' € R-Mod-S:

1. F es un R-modulo plano,
2. Homg(F, E) es un R-mddulo a derecha inyectivo para todo S-mddulo a derecha inyectivo E,

3. Homg(F, E) es un R-mddulo a derecha inyectivo para algin E cogenerador inyectivo en Mod-S.

Demostracion. (1 = 2). Es la proposicién A.2.1.
(2 = 3). Es trivial.

(3 = 1). Consideremos una sucesién exacta 0 — M’ — M — M’ — 0 en Mod-R. La sucesién
0 — Hompg(M"”,Homg(F, F)) — Hompg(M,Homg(F,E)) — Hompg(M', Homg(F, E)) — 0 es exacta

por hipétesis, pues el functor Hompg(—, Homg(F, F)) es exacto. Luego tenemos que la sucesién
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0 — Homg(M"” ®g F,E) — Homg(M ®g F,E) — Homg(M’' ®g F,E) — 0 es exacta por el teo-
rema A.1.1, y como E es un cogenerador inyectivo, el lema anterior nos da la exactitud de la sucesién
00— M'®@rF — M®RgF — M"®rF — 0, lo cual implica que F es plano.

O

Corolario A.2.11. Si F' es un R-mddulo a izquierda, entonces F' es plano si y sélo si el médulo caracter

F* es inyectivo como R-mddulo a derecha.

Observacion A.2.12. Este resultado nos permite probar una desigualdad en el teorema de Ishikawa.
Recordemos que uno de nuestros objetivos es probar que si tenemos médulos Mg y Fs donde E es un

cogenerador inyectivo en Mod-S, entonces 1. fdg M = r.idg Homg (M, E).
Supongamos entonces que 1. fdr M = n, y consideremos una resolucién plana
0—F, —... > F —>F,—M—0

Por el teorema anterior sabemos que la sucesion
0 — Homg(M, E) — Homg(Fy, F) — Homg(F1,E) — ... — Homg(F,, E) — 0

es una resolucién inyectiva del R-médulo a derecha Homg (M, E), por lo que r.idg Homg(M, E) < n, es
decir, l.{dg M > r.idg Homg (M, E).

Observar que no podemos deducir de la misma manera la desigualdad en el otro sentido, pues nada
nos asegura que en una resolucién inyectiva de Homg (M, F) cada término inyectivo sea de la forma
Homg(F, E) con F plano.

Recordemos que en el caso de los médulos inyectivos tenemos el til criterio de Baer, que nos dice que
para verificar la inyectividad de un R-mdédulo E basta hacerlo en los monomorfismos 0 — I — R para
los ideales izquierdos I C R. Sabemos ademds que esto nos da una nueva caracterizacién de los médulos
inyectivos: E es un R-mdédulo inyectivo si y solo si Ext}%(R/ I, E) = 0 para todo ideal izquierdo I C R
(proposicién 4.1.8).

El siguiente teorema exhibe una versién analoga a estos resultados para médulos planos.

Teorema A.2.13. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un R-mddulo a izquierda F'.

1. F es plano,
2. Torf'(R/I,F) = 0 para todo ideal a derecha finitamente generado I C R,

3. la sucesion 0 — I g F — F es exacta para todo ideal a derecha finitamente generado I C R.

Demostracion. (1 = 2)y (2= 3) son triviales.
(3 = 1) Para ver que F es plano usaremos el corolario A.2.11 y probaremos que F* es inyectivo.

Sabemos que todo ideal puede ser expresado como un limite directo de ideales finitamente generados
(proposicién 1.1.7); luego como los limites directos preservan sucesiones exactas (proposicién 1.1.13) la
afirmacién 3 es equivalente con que 0 — I ®g F — F' es exacta para todo ideal a derecha I C R.

Por el lema A.2.9 esto implica que la sucesion Ft — (I ®r F)T — 0 es exacta. Pero
Ft ~ (R®rF)" =Homz(RRrF,Q/Z) e (IorF)t = Homz(I®rF,Q/Z) por lo que por el teorema A.1.1
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la exactitud de esta sucesién es equivalente con la exactitud de Hompg(R, F™) — Hompg(I,F*t) — 0y
como esto es cierto para todo ideal I C R, el criterio de Baer nos asegura que F'T es inyectivo.

O

Haciendo uso de este teorema, es posible obtener el siguiente resultado “dual” (en algin sentido) al
teorema A.2.10.

Teorema A.2.14. Si R es un anillo noetheriano a izquierda, las siguientes afirmaciones son equivalentes
para E en R-Mod-S:

1. E es un R-maddulo a izquierda inyectivo,

2. Homg(E, E’) es un R-mddulo a derecha plano para todo S-mddulo a derecha inyectivo E’,

3. Homg(E, E’) es un R-mddulo a derecha plano para algin E' cogenerador inyectivo en Mod-S,

4. E®g F es un R-modulo a izquierda inyectivo para todo S-mddulo a izquierda plano F,

5. E®g F es un R-mddulo a izquierda inyectivo para algun S-modulo a izquierda fielmente plano F'.
Demostracion. (1 = 2). Si I es un ideal izquierdo de R, entonces I es finitamente generado y por lo
tanto finitamente presentado, por ser R noetheriano.

Como E es inyectivo, para todo E’ inyectivo podemos considerar la sucesién exacta
0 — Homg(Hompg(I, E), E') — Homg(Homp (R, E), E’') por lo que el teorema A.1.10 implica que

0 — Homg(FE,E')®@r I — Homg(E,E’) @ R es exacta. Luego Homg(E, E') es plano por el teorema
A.2.13.

(2=3)y (4= 5) son triviales.

(3 = 1). Esto se prueba revirtiendo la prueba de (1 = 2) y utilizando el hecho de que E’ es un

cogenerador inyectivo.

(1 = 4). Sea I C R un ideal. Como E es inyectivo, podemos considerar la sucesién exacta
Homp (R, E) ®s F — Hompg(I,E) ®s F — 0, pero luego utilizando el teorema A.1.13 (pues F es

plano) obtenemos la exactitud de Hompg(R, E ®g F) — Hompg(I,E ®s F) — 0 lo cual implica, por

el criterio de Baer, que FF ®g F' es inyectivo.

(5 = 1). Esto se prueba revirtiendo la prueba de (1 = 4) y utilizando el hecho de que F es fielmente

plano.

O

Corolario A.2.15. Si R es un anillo noetheriano a izquierda, entonces un R-mddulo a izquierda E es

inyectivo si y sélo si el médulo caracter ET es un R-mddulo a derecha plano.

Observacion A.2.16. Al igual que en la observacion A.2.12, utilizando el teorema anterior podemos ver

que si R es noetheriano a izquierda, entonces l.idg M > r.fdg Homg (M, E).

Con los teoremas presentados, finalmente estamos en condiciones de demostrar el teorema de Ishikawa.
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Teorema A.2.17. Sean R y S anillos, y mddulos RMg, Es donde E es un cogenerador inyectivo en
Mod-S. Entonces l.fdg M = r.idg Homg(M, E). Si ademds R es noetheriano a izquierda, entonces
L. idR M =r. de HomS(M, E)

Demostracion. Veamos primero que 1. fdg M =r.idg Homg (M, E).

1.fdg M = n <= n es el primer natural tal que Tor ;(A, M) = 0 para todo A € Mod-R
<= n es el primer natural tal que HOJ[nS(TorffH(A7 M), E) =0 para todo A € Mod-R
<= n es el primer natural tal que Ext’l,f{H(A7 Homg (M, E)) = 0 para todo A € Mod-R
<= r.idg Homg(M,E) =n

donde la segunda equivalencia se debe a que Homg (X, E) = 0 si y s6lo si X = 0 por ser E cogenerador

inyectivo en Mod-S, y la tercera al isomorfismo del teorema A.1.2.

Supongamos ahora que R es un anillo noetheriano a izquierda. Tenemos entonces las siguiente cadena

de equivalencias

l.idg M = n <= n es el primer natural tal que Extzﬂ(R/I, M) = 0 para todo ideal I C R
<= n es el primer natural tal que HomS(Ext;é;rl(R/I7 M), E) =0 para todo ideal I C R
<= n es el primer natural tal que Tor ;(Homg(M, E), R/I) = 0 para todo ideal I C R
< r.fdg Homg(M,E) =n

donde la primera equivalencia se debe a la proposicién 4.1.8, la segunda a que E es un cogenerador

inyectivo en Mod-S, la tercera al isomorfismo del teorema A.1.11 y la cuarta al teorema A.2.13.

O

De manera similar es posible probar el siguiente teorema, debido también a Ishikawa.
Teorema A.2.18. Sean R y S anillos, y mddulos RMg, sF donde F es fielmente plano. Si R es

noetheriano a derecha, entonces l.idg M =1.idgr M ®g F'.

Demostracion. El teorema se debe a las siguientes equivalencias

lLidg M = n <= n es el primer natural tal que Ext;"™' (R/I, M) = 0 para todo ideal I C R
<= n es el primer natural tal que Ext?{"l(R/I, M) ®g F =0 para todo ideal I C R
<= n es el primer natural tal que Ext;™ (R/I, M ®g F) = 0 para todo ideal I C R
<~ Lidpg M ®s F =n

donde la primera y cuarta equivalencia se deben a la proposicién 4.1.8, la segunda a que X ®g F = 0 si
y s6lo si X = 0 por ser F' fielmente plano, y la tercera al isomorfismo del teorema A.1.17.

O

Para finalizar esta seccién, mostramos un 1ltimo resultado y sus consecuencias respecto al teorema
de Ishikawa.

Teorema A.2.19. Todo R-mddulo plano y finitamente presentado es proyectivo.
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Demostracion. Sea F' un R-médulo plano y finitamente presentado, y consideremos una sucesion exacta
00— M — M —>M"—0.
Queremos probar que la sucesién 0 — Hompg(F, M’) — Hompg(F, M) — Homp(F,M") — 0 es

exacta, o lo que es equivalente, que 0 — Hompg(F, M")* — Hompg(F, M)t — Hompg(F,M')* — 0 es

exacta.

A partir de la sucesién exacta inicial podemos deducir la exactitudde 0 — M"t — M+ — M'T — 0,

y como F' es plano tenemos que 0 — F®g M"t — F@pMT — F®r M'T — 0 es exacta.
Pero F ®r XT = F ®g Homz(X,Q/Z) ~ Homz(Homg(F,X),Q/Z) = Hompg(F,X)" donde el

isomorfismo se debe al teorema A.1.7, y la naturalidad de este isomorfismo nos da el diagrama conmutativo

0 — FQpM'"t — s FpMT — > FQpr Mt — 0

| | |

0 — Hompg(F, M")" — Hompg(F,M)" — Hompg(F,M")* — 0
Como la primera fila es exacta y los mapas verticales son isomorfismos, la segunda fila debe ser exacta.

O

Corolario A.2.20. Si R es un anillo noetheriano a izquierda, entonces un R-mddulo a izquierda finita-

mente generado es plano si y sélo si es proyectivo.

Sabemos que si R es un anillo noetheriano a izquierda y M un R-médulo a izquierda finitamente
generado, es posible tomar resoluciones proyectivas de M en las que los términos proyectivos sean también
finitamente generados. Esto mismo se puede hacer al tomar resoluciones planas, lo cual junto con el

teorema anterior nos dice que en este caso fdg M = pdp M.

Obtenemos entonces el siguiente resultado, a partir del teorema A.2.19 y el teorema de Ishikawa.

Corolario A.2.21. Si R y S son anillos, con R noetheriano a izquierda, y consideramos mddulos rMg,
Eg donde M es finitamente generado sobre R y E es un cogenerador inyectivo en Mod-S, entonces
l.pdg M =r.idg Homg(M, E).

Observacion A.2.22. No es posible a priori emplear este razonamiento para concluirir que

l.idg M =r.pdy Homg(M, E), pues a pesar de que M sea finitamente generado puede que Homg (M, E)

no lo sea.
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