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PRÉSENTÉ
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Charbonneau, Sylvie Hamel, Annie Ladouceur, François Lamontagne et Luigi Santo-

canale, les Bordelais: Andrew Rechnitzer, Cédric Chauve, Gilles Schaeffer et Philippe

Duchon, ainsi que Sylvie Corteel, à Paris.
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RALLÉLOGRAMMES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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RÉSUMÉ

Les développements des dernières décennies en physique statistique ont fait ap-
parâıtre divers modèles de changements de phase et de représentation de polymères,
comme les modèles d’Ising et de Potts, pouvant non seulement s’étudier mais quelque-
fois se résoudre de manière purement combinatoire. Deux types de structures combina-
toires, en particulier, apparaissent régulièrement sous une forme ou une autre dans ces
modèles: les chemins autoévitants dans Zd et, dans une moindre mesure, les polyominos
dans Z2. Le problème de l’énumération de ces deux types d’objets est, dans sa forme la
plus générale, toujours ouvert malgré près de 50 ans d’efforts. Aussi l’étude de classes
de ces objets sujettes à davantage de contraintes permet-elle d’approcher le problème
en approximant les solutions recherchées.

Les polyominos parallélogrammes forment une sous-classe des polyominos conve-
xes sur le réseau carré; cette classe a été étudiée en détail dans la littérature. Dans
un travail récent (Leroux, Rassart et Robitaille, 1998), les classes de congruences des
polyominos convexes sous les rotations et les réflexions ont été énumérées en dénombrant
les orbites de l’action du groupe diédral D4, le groupe des symétries du carré, sur les
polyominos convexes (à translation près). L’inversion de Möbius dans le treillis des
sous-groupes de D4 a aussi permis l’énumération des polyominos convexes asymétriques.
L’une des parties de ce mémoire consiste en l’extension de ces résultats à la sous-classe
des polyominos parallélogrammes, en faisant agir sur elle un sous-groupe (D2) de D4.

Des résultats asymptotiques ont été obtenus pour les chemins autoévitants et
les polyominos (quoique certaines des constantes demeurent inconnues) et des résultats
précis quant à l’énumération sont connus pour des classes réduites d’objets, comme
les polyominos convexes ou parallélogrammes, et les chemins autoévitants dirigés ou à
mémoire finie. Dans ce mémoire, la méthode des matrices de transfert est utilisée pour
approcher le problème des polyominos dans le cas où le plan discret est restreint à une
bande de hauteur fixe, et des séries génératrices rationnelles pour l’aire et le périmètre
sont obtenues jusqu’à hauteur 4. Il est connu que les matrices de transfert permettent
l’énumération de chemins autoévitants avec une mémoire finie; nous adaptons ici cette
méthode au calcul du rayon carré moyen des chemins.

Mots clés

Mathématiques, Combinatoire énumérative, Physique statistique, Polyominos,
Chemins autoévitants, Asymptotique



INTRODUCTION

Les développements de la physique statistique depuis la fin du siècle dernier ont fait

intervenir une quantité de nouvelles structures combinatoires. Beaucoup de modèles

de divers phénomènes physiques ont des interprétations combinatoires intéressantes,

entre autres les modèles de Potts et d’Ising pour les changements de phase. Certains

problèmes de physique statistique sont donc devenus des problèmes de combinatoire,

pouvant être étudiés sans trop se préoccuper des aspects physiques des phénomènes.

Les travaux de Kasteleyn, par exemple, ont ramené la résolution de modèles de dimères

dans des réseaux à l’énumération de couplages parfaits de graphes. Les modèles de

Potts et d’Ising mentionnés ci-dessus, ainsi que plusieurs autres modèles se rattachant à

l’étude des polymères, aux changements de phase et à la percolation, demandent, dans

leur version combinatoire, l’énumération de polyominos et de chemins (ou marches)

dans différents types de réseaux.

Les paragraphes suivants tracent un bref parcours historique de l’étude des chemins

autoévitants et des polyominos, dont certaines classes feront l’objet de ce mémoire.

Rayleigh, dans l’étude du son à la fin du siècle dernier, a considéré le problème des

marches aléatoires dans les réseaux hypercubiques (Zd). Le rayon carré moyen 〈|ω(n)|2〉
pour ces marches, c’est-à-dire l’espérance mathématique du carré de la distance entre

le point de départ et le point d’arrivée des chemins a la forme asymptotique

〈|ω(n)|2〉 ∼ a · n ,

quelle que soit la dimension. Plus tard, Pólya, en étudiant ces mêmes marches aléatoires,

a remarqué que les probabilités de retour à l’origine sont 1 en dimensions 1 et 2, mais

que pour les dimensions supérieures, il y a une probabilité non-nulle de non-retour à

l’origine.
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Kuhn a suggéré en 1934 que plusieurs propriétés physiques des polymères pouvaient

être étudiées avec des modèles de “châınes”, ce qu’on appelle aujourd’hui des chemins

autoévitants (self-avoiding walks). Quelques unes des propriétés en question sont

• la diffraction de la lumière;

• les propriétés élastiques;

• la viscosité;

• la diffusion (à travers des membranes);

• la sédimentation;

• la biréfringence.

Ces propriétés font toutes intervenir 〈|ω(n)|2〉 principalement, quoique les moments

supérieurs soient requis pour un traitement plus exact. Les chemins autoévitants ont

été reliés par Sykes (entre autres) au modèle d’Ising pour le ferromagnétisme. Temper-

ley a aussi établi un lien entre les chemins autoévitants et “l’interaction entre voisins

immédiats sur un réseau” (utile dans l’étude des changements de phase).

Des formes asymptotiques ont été conjecturées pour les chemins autoévitants, à

savoir

cn ∼ Aµnnγ−1 ,

où cn est le nombre de chemins de longueur n, mais seule l’existence de la constante de

connectivité µ a été rigoureusement établie par Hammersley et Morton (ils ont prouvé

que µ = limn→∞ cn
1/n existait). La constante de connectivité est toutefois inconnue

pour la grande majorité des réseaux: elle est inconnue pour tous les réseaux hypercu-

biques, et des arguments de Nienhuis tendent à montrer qu’elle serait de
√

2 +
√

2 pour

le réseau hexagonal. Les formes asymptotiques font aussi intervenir des exposants cri-

tiques γ qui seraient “universels”, c’est-à-dire qu’il sont conjecturés n’être dépendants

que de la dimension du réseau et pas vraiment du réseau lui-même. Des résultats de Hara



INTRODUCTION 3

et Slade en dimension plus grande ou égale à 5 montrent l’existence de ces exposants.

Un bonne partie de la recherche sur les chemins autoévitants consiste à approximer ces

constantes ou les borner. Par exemple, il est facile de montrer que

d ≤ µ ≤ 2d − 1

pour les réseaux hypercubiques. Hara et Slade ont aussi montré que, quand d → ∞,

µ = 2d − 1 − 1

2d
− 3

(2d)2
+ O

(
1

(2d)3

)
,

ce qui signifie qu’en grande dimension, l’autoévitement revient essentiellement à inter-

dire les retours immédiats dans les chemins. Plusieurs chercheurs ont successivement

conjecturé des valeurs pour la constante de connectivité dans le réseau carré, entre

autres Temperley (µ = 1 +
√

2), et Lehman-Weiss (µ = e), mais toutes se sont révélées

fausses.

Le dénombrement des polyominos est un problème relié à celui des chemins auto-

évitants. Encore ici, le comportement asymptotique du nombre de polyominos d’une

aire donnée n’est que conjecturé, quoique le même raisonnement de Hammersley et

Morton s’applique encore ici pour montrer l’existence d’une constante de connectivité.

Celle-ci est toutefois encore moins bien connue que celles des chemins autoévitants:

les meilleures bornes existantes à ce jour ne donnent même pas le premier chiffre de

son développement décimal. Des résultats de Klarner, Rivest, Bender et Guttmann

donnent des approximations et des bornes sur la constante de connectivité. Des classes

restreintes de polyominos, comme les polyominos dirigés et les polyominos convexes,

ont été étudiées. Les polyominos apparaissent aussi dans des problèmes de pavage, et

en mathématiques récréatives, suite à leur popularisation par Golomb.

Les polyominos parallélogrammes ont été introduits comme une sous-classe énumé-

rable des polyominos généraux. Ils ont été étudiés entre autres par Pólya, Bender,

Delest, Fédou, Viennot et Bousquet-Mélou. Ce mémoire présente une étape suivante

dans leur énumération: leur énumération à symétries près, en faisant appel à la théorie

de Pólya et la théorie des espèces. Une autre sous-classe énumérable de polyominos est
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celle des polyominos à hauteur bornée, et le présent travail présente une méthode pour

les énumérer et trouver ainsi leur comportement asymptotique.

Ce travail étend aussi l’énumération de deux sous-classes bien connues de chemins

autoévitants: les chemins autoévitants dirigés et les chemins autoévitants à mémoire

finie. Les méthodes existantes sont adaptées pour obtenir le rayon carré moyen pour

ces classes.

Le premier chapitre présente des notions préliminaires nécessaires pour la suite, à

savoir quelques théorèmes sur les actions de groupes qui s’appliquent à l’énumération,

quelques points d’analyse asymptotique, la méthode énumérative des matrices de trans-

fert et quelques résultats sur les matrices non-négatives.

Le deuxième chapitre porte sur l’énumération des classes de symétries de polyomi-

nos parallélogrammes, ce qui permet d’énumérer ces derniers à symétries près. Les

polyominos parallélogrammes n’ayant aucune symétrie sont aussi énumérés par inver-

sion de Möbius, et on prouve qu’asymptotiquement, presque tous les polyominos pa-

rallélogrammes sont asymétriques.

Le troisième chapitre introduit deux classes de chemins: les chemins autoévitants

dirigés et les chemins autoévitants à mémoire finie. Les deux classes s’énumèrent à l’aide

de matrices de transfert, et on montre comment la méthode s’adapte pour obtenir le

rayon carré moyen des chemins.

Le quatrième et dernier chapitre présente des résultats obtenus quant à l’énumération

de polyominos dans des bandes de hauteur bornée du réseau carré pour les premières

valeurs de hauteur, et indique comment la méthode continue de s’appliquer pour les

hauteurs supérieures. Ici encore, des résultats asymptotiques sont donnés.



CHAPITRE I

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre introduit les notions de base qui seront utilisées par la suite. Les

symétries d’un objet ou d’un ensemble d’objets forment généralement un groupe, qui

agit de façon naturelle sur cet ensemble d’objets, à condition que les images sous toutes

les symétries de tous les éléments de l’ensemble soient aussi dans l’ensemble. Les orbites

de cette action sont alors les classes d’équivalence d’objets, c’est-à-dire que deux objets

seront dans la même orbite si et seulement si on peut obtenir l’un de l’autre par une

symétrie du groupe. Si on regarde les orbites comme des éléments, elles correspondent

à des objets “à symétries près”. Compter des objets à symétrie près revient donc à

compter des orbites d’actions de groupes. C’est pourquoi un rappel sur les actions de

groupes et le lemme de Burnside sera présenté. On peut vouloir aussi compter les objets

n’ayant pas une symétrie mais plusieurs ou aucune, ce qui peut se faire par inclusion-

exclusion. Un rappel d’analyse asymptotique pour les séries rationnelles est ensuite

donné, qui sera utile dans les chapitres sur les chemins autoévitants et sur les polyomi-

nos généraux car les séries génératrices trouvées seront rationnelles et on voudra étudier

le comportement asymptotique des nombres d’objets. Finalement, une brève introduc-

tion à la méthode des matrices de transfert et à quelques théorèmes généraux sur les

matrices non-négatives sera présentée. Là encore, elle sera utile dans le dénombrement

des chemins et des polyominos.
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1.1 Actions de groupes et lemme de Burnside

Définition 1 Une action d’un groupe G sur un ensemble X est une application

ρ : G × X −→ X

(g, x) 7−→ ρ(g, x) = g • x

satisfaisant les propriétés suivantes:

(i) e • x = x, ∀x ∈ X, où e est l’élément identité de G,

(ii) g • (h • x) = (gh) • x, ∀g, h ∈ G, x ∈ X, où gh est le produit de g et h dans G.

Pour cette action, on a les définitions suivantes qui introduisent les notions d’orbite,

de stabilisateur et d’ensemble de points fixes.

Définition 2 L’orbite O(x) d’un élément x ∈ X est l’ensemble {g • x | g ∈ G}.
L’ensemble des orbites de l’action de G sur X est noté X/G.

Définition 3 Le stabilisateur Stab(x) d’un élément x ∈ X est l’ensemble

{g ∈ G | g • x = x} .

C’est un sous-groupe de G.

Définition 4 L’ensemble des points fixes de g ∈ G est l’ensemble

Fix(g) = {x ∈ X | g • x = x} .

Lemme 1.1 Pour tout x ∈ X, on a une bijection entre G/Stab(x) et l’orbite O(x).

Preuve On fixe x ∈ X et on pose S = Stab(x) et O = O(x). G/S est l’ensemble

des classes latérales à gauche {gS | g ∈ G}. On définit φ : G/S −→ O par

φ(gS) = g • x.

On doit d’abord vérifier que φ est bien définie. Soient g et h dans G tels que

gS = hS. Alors g−1hS = S et donc g−1h ∈ S. Puisque S est le stabilisateur de

x, on a g−1h • x = x et donc h • x = g • x.
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On montre ensuite que φ est injective. Soit φ(gS) = φ(hS). Par définition de

φ, on a alors g • x = h • x et g−1h • x = x. Ainsi, g−1h ∈ S et donc gS = hS.

Finalement, φ est surjective: soit z ∈ O, alors z = g • x pour un certain g et on

aura φ(gS) = z. �

Corollaire 1.2 Si G est un groupe fini, alors pour tout x ∈ X,

|O(x)| · |Stab(x)| = |G| . (1.1)

Preuve Puisque Stab(x) est un sous-groupe de G, la formule de Lagrange donne

|G| = |Stab(x)| · |G/Stab(x)|. Or |G/Stab(x)| = |O(x)| par le lemme. �

On peut maintenant énoncer le lemme de Burnside (aussi appelé formule de Cauchy-

Frobenius).

Lemme 1.3 (Lemme de Burnside) Soit une action de groupe avec G et X finis (dans

les notations d’au-dessus). Alors

|X/G| =
1

|G|
∑

g∈G

Fix(g) . (1.2)

Preuve

|X/G| =
∑

O∈X/G

1 (par définition de X/G)

=
∑

O∈X/G

∑

x∈O

1

|O|

=
∑

x∈X

1

|O(x)|

=
1

|G|
∑

x∈X

|Stab(x)| (par le lemme précédent)

=
1

|G|
∑

x∈X

∑

g:g•x=x

1 (par définition de Stab(x))

=
1

|G|
∑

g∈G

∑

x:g•x=x

1

=
1

|G|
∑

g∈G

Fix(g) (par définition de Fix(g))

�
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Remarque Au lieu de simplement prendre la cardinalité usuelle dans le lemme de

Burnside, on peut prendre des cardinalités pondérées, c’est-à-dire qu’au lieu de prendre

|S| pour un ensemble S, on prend |S|ω =
∑

s∈S ω(s), où w est une fonction de poids

S −→ A avec A un anneau commutatif. Il faut toutefois que la fonction de poids soit

compatible avec l’action de groupe, i.e. on doit avoir ω(g • x) = ω(x), ∀g ∈ G, x ∈ X.

On peut alors étendre le lemme de Burnside à des ensembles X infinis si les cardinalités

pondérées sont sommables. Plus loin, on prendra comme cardinalité d’un ensemble de

polyominos sa série génératrice.

1.2 Notions d’analyse asymptotique

L’idée générale de l’analyse asymptotique est d’étudier le comportement limite d’une

suite ou d’une fonction; par exemple, évaluer

lim
n→∞

an pour une suite (an)n≥0

ou

lim
x→∞

f(x)
(
ou lim

x→−∞
f(x)

)
pour une fonction (réelle) f(x) .

Il arrive souvent que (an) et f(x) divergent, et alors ces limites ne sont pas définies.

On peut toutefois dans ces cas étudier de quelle manière la suite, série ou fonction

diverge (par exemple, exponentiellement, quadratiquement, linéairement, etc.).

On veut alors pouvoir trouver une “expression analytique” simple qui “approche”

(dans un sens défini plus loin) an ou f(x). Par expressions simples on entend des expres-

sions plus facilement évaluables, comme des puissances (nα ou xα), des exponentielles

(µn ou µx) et autres fonctions relativement simples (la ligne entre ce qui est simple et

ce qui ne l’est pas est floue; les fonctions élémentaires sont simples).

On définit tout d’abord des outils utiles pour représenter l’ordre de grandeur des

éléments d’une suite (ou d’une fonction) relativement à une autre. Les notions présentées

ici s’inspirent de la section sur l’asymptotique de (Bergeron, Labelle et Leroux, 1997).
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Note On utilisera la notation [xn] f(x) pour désigner le coefficient de xn dans le

développement en série de f(x). On a donc [xn] f(x) = an pour f(x) =
∑

k≥0 akx
k.

Le grand O

Définition 5 Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de nombres (complexes). On écrit

an = O(bn) si ∃K ≥ 0 tel que |an| ≤ K |bn| ∀n ∈ N .

Terminologie On dit que an est de l’ordre de bn, ou que an est “grand O” de bn.

Le petit o

Définition 6 Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de nombres (complexes). On écrit

an = o(bn) si ∀ε ≥ 0 ∃N tel que n ≥ N ⇒ |an| ≤ ε |bn| .

Note On reconnâıt ici une définition de limite. En fait, si bn 6= 0 ∀n,

(
∀ε ≥ 0 ∃N t.q. n ≥ N ⇒ |an| ≤ ε |bn|

)
⇒

(
∀ε ≥ 0 ∃N t.q. n ≥ N ⇒

∣∣∣∣
an

bn

∣∣∣∣ ≤ ε
)

⇒ lim
n→∞

an

bn
= 0

Terminologie On dit que an est négligeable devant bn quand n → ∞, ou que an est

“petit o” de bn.

Asymptotique

Définition 7 Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de nombres (complexes). On écrit

an ∼ bn si lim
n→∞

an

bn
= 1 .

Terminologie On dit que an est asymptotique à bn.

Note ∼ est une relation d’équivalence.
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Note Soit an = bn(1 + f(n)). Alors

lim
n→∞

an

bn
= 1 ⇒ lim

n→∞

bn(1 + f(n))

bn
= 1

⇒ lim
n→∞

(1 + f(n)) = 1

⇒ lim
n→∞

f(n) = 0

⇒ f(n) = o(1) .

Donc an ∼ bn ⇒ an = bn(1 + o(1)) si bn 6= 0.

Remarque En fait, les symboles O et o désignent des classes de suites:

O(bn) = {(an)n≥0 | an = O(bn)} ,

o(bn) = {(an)n≥0 | an = o(bn)} .

Remarque Les définitions ci-dessus ont été données pour des suites, mais elles peuvent

être étendues facilement aux fonctions.

Exemples

Polynômes Pour α, β, a, b ∈ R avec b 6= 0,

anα = O(bnβ) si β ≥ α ,

anα = o(bnβ) si β > α ,

anα ∼ bnβ si β = α et a = b .

Polynômes – exponentielles Pour α, β ∈ R avec β 6= 0,

nα = o(βn) si |β| > 1 ,

βn = o(nα) si |β| < 1 ,

nα = O(βn) si α ≥ 0 et |β| > 1 .

Factorielles Formule de Stirling:

n! ∼
(

n

e

)n√
2πn .
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1.2.1 Asymptotique de certaines suites élémentaires

On a le résultat suivant, qui servira beaucoup par la suite:

Lemme 1.4 Soit ξ un nombre complexe non nul. Pour k ∈ N, si

(
1

1 − x/ξ

)k
=
∑

n≥0

a(k)
n xn ,

alors

a(k)
n =

(n + 1)(n + 2) . . . (n + k − 1)

(k − 1)! ξn
∼ nk−1

(k − 1)! ξn
. (1.3)

Preuve Par la série binomiale, on a

(
1

1 − x/ξ

)k
=

∑

n≥0

(−k

n

)
(−x/ξ)n

=
∑

n≥0

(−1)n
(

n + k − 1

n

)
(−1)n xn

ξn

=
∑

n≥0

(n + 1)(n + 2) . . . (n + k − 1)

(k − 1)!

xn

ξn

On obtient le résultat en prenant le coefficient de xn de chaque côté. Pour

l’asymptotique, on remarque que le numérateur de la fraction est un polynôme en

n de degré k − 1; son asymptotique est donc donnée par son terme dominant. �

Remarque pour la suite Dans
(

1
1−x/ξ

)k
, ξ est un pôle d’ordre k. Aussi, pour

ξ ∈ C \ {0}, plus ξ est petit en module, plus 1/ξ, et donc nk−1

(k−1)! ξn , est grand en module.

On peut attaquer maintenant l’asymptotique de suites plus compliquées. Quand on

étudie une nouvelle structure combinatoire, celle-ci est généralement donnée par une

équation combinatoire faisant intervenir d’autres structures. Au niveau des séries géné-

ratrices, on doit alors résoudre une équation fonctionnelle, et en résolvant, on trouve

généralement la série génératrice du type de structures considérées plutôt que ses coef-

ficients individuels. Il s’agit ensuite de déterminer les coefficients du développement en

série de puissances.
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Si on a déjà une forme close pour les coefficients, on peut essayer de déterminer

l’asymptotique directement. Mais dans certains cas, on peut analyser le comportement

asymptotique à partir de la série génératrice elle-même, sans passer par les coefficients,

ou en ne calculant que les quelques premiers.

Un premier cas de séries génératrices simples à étudier est celui des fonctions ration-

nelles (le cas vraiment le plus simple, celui des polynômes, n’a pas d’asymptotique).

1.2.2 Asymptotique des fonctions rationnelles

Rappels d’analyse complexe

Définition 8 Une fonction f : C −→ C est dite rationnelle si f(x) =
P (x)

Q(x)
, où

P,Q ∈ C[x] (i.e., P et Q sont des polynômes) et Q 6= 0.

Note Une telle fonction est analytique sur C \ {racines de Q(x)}, i.e. est analytique

sauf en ses pôles.

Pour une fonction rationnelle P (x)/Q(x), on trouve les pôles et leurs ordres en

factorisant complètement Q(x): si

Q(x) = k(x − ξ1)
m1(x − ξ2)

m2 . . . (x − ξk)
mk , ξi 6= ξj si i 6= j , mi > 0,

alors les pôles sont ξ1, ξ2, . . . , ξk et leurs ordres sont m1,m2, . . . ,mk respectivement.

Aussi, si deg(P ) > deg(Q) alors f(∞) = ∞ et on dit que f a un pôle à l’infini

d’ordre (deg(P ) − deg(Q)).

Définition 9 Une fonction complexe f est dite méromorphe si elle peut être écrite

comme g(z)/h(z) avec h(z) ≡/ 0, où g et h sont des fonctions entières (analytiques

partout dans le plan complexe).

En particulier, une fonction rationnelle est méromorphe.
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Si f(x) est la série génératrice d’un ensemble de structures, on veut pouvoir la

développer en série de puissances autour de x = 0. f(0) doit donc être défini, ce qui

implique qu’on doit avoir Q(0) 6= 0. On peut exiger, de manière équivalente, que f(x)

soit analytique à l’origine.

Dans ce cas on a un premier résultat:

Proposition 1.5 Soit f(x) une fonction rationnelle analytique à l’origine dont les

pôles sont ξ1, ξ2, . . . , ξk, d’ordres α1, α2, . . . , αk respectivement. Alors il existe des po-

lynômes π1(n), π2(n), . . . , πk(n) et un entier n0 tels que si n ≥ n0,

[xn] f(x) =
k∑

j=1

πj(n)
1

ξn
j

avec deg(πj(n)) = αj − 1 . (1.4)

De plus, s’il existe un unique pôle ξj0 de module minimum, alors

[xn] f(x) ∼ πj0(n)
1

ξn
j0

. (1.5)

Preuve On suppose P et Q relativement premiers. On peut écrire f sous forme de

fractions partielles:

f(x) =
k∑

j=1

αj∑

i=1

cij

(1 − x/ξj)i
+ r(x)

avec r(x) = reste de la division de P par Q (deg(r) = deg(P ) − deg(Q)).

On note que r(x) ne perturbe que les quelques premiers termes de ([xn] f(x))n≥0

et n’a pas d’influence sur les suivants, alors pour le comportement asymptotique

(ou pour n ≥ n0 = deg(r)), on peut le négliger.

Ainsi, pour n assez grand, on a

[xn] f(x) =
k∑

j=1

αj∑

i=1

cij
(n + 1)(n + 2) . . . (n + i − 1)

(i − 1)! ξn
j

par le lemme plus haut ,

=
k∑

j=1

1

ξn
j

( αj∑

i=1

cij
(n + 1)(n + 2) . . . (n + i − 1)

(i − 1)!

)

︸ ︷︷ ︸
πj(n),de degré αj − 1

,
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=
k∑

j=1

πj(n)
1

ξn
j

.

Aussi, s’il y a ξj0 tel que |ξj0 | < |ξi| ∀i 6= j0, on a

lim
n→∞

πi(n) 1
ξn
i

πj0(n) 1
ξn
j0

= lim
n→∞

πi(n)

πj0(n)

(
ξj0

ξi

)n

= 0 car

∣∣∣∣
ξj0

ξi

∣∣∣∣ < 1 .

Ceci implique que πi(n)/ξn
i = o(πj0/ξ

n
j0) ∀i 6= j0, et on a donc

[xn] f(x) ∼ πj0(n)
1

ξn
j0

,

car on a une somme finie de termes négligeables par rapport au terme dominant.�

Note On sait que toute série génératrice ordinaire dont les coefficients satisfont à

partir d’un certain n0 une récurrence linéaire à coefficients constants est une fonction

rationnelle analytique à l’origine. La proposition permet donc d’étudier l’asymptotique

de toute suite dont les termes satisfont une telle récurrence.

On peut étendre la dernière proposition à certaines fonctions méromorphes.

Proposition 1.6 Soit R > 0 et f(x) méromorphe dans le disque |x| < R et analytique

sur la circonférence |x| = R ainsi qu’à l’origine. Supposons que les pôles de f(x) sont

ξ1, ξ2, . . . , ξk avec ordres α1, α2, . . . , αk respectivement. Alors il existe des polynômes

π1(n), π2(n), . . . , πk(n) tels que

[xn] f(x) =
k∑

j=1

πj(n)
1

ξn
j

+ o(R−n) avec deg(πj(n)) = αj − 1 . (1.6)

De plus, s’il existe un unique pôle ξj0 de module minimum, alors

[xn] f(x) ∼ πj0(n)
1

ξn
j0

. (1.7)

Preuve Omise. �
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Remarque On avait πj(n) =
∑αj

i=1 cij
(n+1)...(n+i−1)

(i−1)! . Si αj = 1 alors πj(n) = c1j .

Dans ce cas,

f(x) =
c1j

1 − x/ξj
+

P̃ (x)

Q̃(x)

où ξj n’est pas une racine de Q̃(x). Alors

lim
x→ξj

(1 − x/ξj)f(x) = c1j + lim
x→ξj

(1 − x/ξj)
P̃ (x)

Q̃(x)
= c1j .

Ainsi, si f(x) a un unique pôle de module minimal ξj0 et que ce pôle est simple, on

calcule

c = lim
x→ξj0

(1 − x/ξj0)f(x)

et on obtient

[xn]f(x) ∼ c

ξn
j0

.

1.3 Matrices de transfert

Une description générale de la méthode énumérative des matrices de transfert est

donnée dans la section 4.7 du premier volume du livre de Richard Stanley, Enumerative

Combinatorics (Stanley, 1997). Essentiellement, la méthode s’applique à l’énumération

de structures qui peuvent être construites étape par étape à partir d’un nombre fini

de configurations, de telle sorte que les configurations possibles à une étape donnée ne

dépendent que de la configuration choisie à l’étape précédente. Le système est donc un

automate.

Le contexte général est le suivant. On représente le système par un graphe dirigé

G dont les sommets seront les configurations du système. Un arc entre deux sommets

si et sj signifie qu’on peut passer de la configuration si à la configuration sj. On dira

qu’on a une transition entre si et sj et on pondérera cet arc par le poids ω(si, sj) de la

transition. Dans le cas le plus simple, le poids est 1 pour toutes les transitions possibles.

Définition 10 Soit un système combinatoire décrit par un graphe dirigé G. La matrice
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de transfert associée à ce système est la matrice TG définie par

(TG)i,j =





ωij = ω(si, sj) s’il y a un arc entre si et sj dans G,

0 autrement.
(1.8)

1.3.1 Théorèmes principaux

Théorème 1.7 Soit T la matrice de transfert pour un système G et soit m ∈ N. Alors

l’entrée (i, j) de T m est le nombre (ou poids total) des objets construits en m étapes, en

commençant par la configuration si et en terminant par la configuration sj.

Preuve En effet,

(T m)i,j =
∑

k1,k2,...,km−1

ωik1
ωk1k2

. . . ωkm−1j .

La somme est donc prise sur tous les chemins de longueur m dans G qui vont de

si à sj. Donc (T m)i,j est la somme des poids de ces chemins (puisque le poids

d’un chemin est le produit des poids de ses pas). �

Théorème 1.8 Soit T une matrice de transfert. Si on définit la série génératrice

Fi,j(λ) par

Fi,j(λ) =
∑

n≥0

(T n)i,jλ
n

alors

Fi,j(λ) =
(−1)i+j det(I − λT : j, i)

det(I − λT )
, (1.9)

où (I − λT : j, i) est la matrice obtenue de (I − λT ) en lui enlevant la ligne j et la

colonne i. De façon équivalente, Fi,j(λ) est l’entrée (i, j) de l’inverse de la matrice

(I − λT ).

Preuve On a

Fi,j(λ) =
∑

n≥0

(T n)i,jλ
n =

∑

n≥0

(λnT n)i,j =
∑

n≥0

(λT )n
i,j

=




∑

n≥0

(λT )n





i,j

= (I − λT )−1
i,j
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En extrayant l’entrée (i, j) de cette dernière matrice avec la règle de Cramer, on

obtient la formule proposée. �

1.3.2 Résultats généraux sur les matrices non-négatives

Définition 11 Une matrice réelle carrée A = (aij) est ≥ 0 (resp. > 0) si ∀i, j, aij ≥ 0

(resp. > 0). Si A ≥ 0 (resp. > 0), on dit que A est non-négative (resp. positive ou

strictement positive).

Définition 12 Une matrice réelle carrée A est irréductible s’il n’existe pas de matrice

de permutation P telle que

P−1AP =




A1 0

B A2


 (1.10)

où A1 et A2 sont des matrices carrées.

Remarque En particulier, une matrice strictement positive est forcément irréductible.

D’autre part, on observe que si une matrice A est réductible, alors toutes ses puissances

le sont, puisque si A est comme dans l’équation (1.10), alors pour tout entier k,

P−1AkP = (P−1AP )k =




A1
k 0

∗ A2
k


 .

Il s’ensuit qu’une matrice dont l’une des puissances est strictement positive est aussi

irréductible.

Définition 13 Le rayon spectral d’une matrice (complexe) A est le maximum des

modules de ses valeurs propres, son spectre est l’ensemble de ses valeurs propres, et son

spectre périphérique est l’ensemble de ses valeurs propres ayant pour module son rayon

spectral (i.e. l’ensemble des valeurs propres de module maximum).

Remarque La section précédente a montré que le comportement asymptotique d’une

fonction rationnelle est déterminé par le pôle de module minimal s’il est unique. Or
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l’équation (1.9) donnant les fonctions génératrices de systèmes combinatoires décrits par

une matrice de transfert montre que les fonctions obtenues sont rationnelles. De plus, le

dénominateur de ces fonctions est le polynôme réciproque du polynôme caractéristique

de la matrice, ce qui veut dire que les racines du dénominateur (les pôles de la fonction

génératrice, s’il n’y a pas d’annulations de termes avec le numérateur) sont les inverses

des valeurs propres de la matrice de transfert. Ainsi, le pôle de module minimal et la

valeur propre de module maximal se correspondent s’ils sont uniques et qu’il n’y a pas

d’annulation de termes. Les résultats classiques suivants montrent l’unicité de la valeur

propre de module maximal.

Théorème 1.9 (Frobenius) Soit A une matrice irréductible non-négative de rayon

spectral r.

1. Le spectre périphérique de A est complètement cyclique et de la forme rH, où H

est le groupe des racines n-ième de l’unité, pour un certain n ≥ 1.

2. Chaque λ ∈ rH est une racine simple du polynôme caractéristique (et donc une

valeur propre simple) de A.

3. Le spectre de A est invariant sous le groupe de rotations (dans le plan complexe)

correspondant à H.

�

Théorème 1.10 (Perron) Soit A une matrice positive. Alors le rayon spectral r(A)

est une valeur propre de A et est une racine simple de son polynôme caractéristique.

De plus, r(A) est la seule valeur propre du spectre périphérique. �

Corollaire 1.11 Les conclusions du théorème de Perron demeurent valides si A est

une matrice irréductible non-négative, à condition qu’au moins une entrée diagonale de

A soit non-nulle. �



CHAPITRE II

ÉNUMÉRATION DES CLASSES DE SYMÉTRIES DE

POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES

2.1 Introduction

Les polyominos parallélogrammes, qu’on appelera quelquefois simplement parallélo-

grammes pour alléger la terminologie, forment une sous-classe des polyominos convexes

(horizontalement et verticalement) sur le réseau carré. Ils sont caractérisés par le fait

qu’ils touchent les coins inférieur gauche et supérieur droit de leur rectangle minimal

(voir la figure 2.1). En choisissant les deux autres coins du rectangle minimal, on

obtiendrait une autre sous-classe de polyominos convexes, équivalente à celle des pa-

rallélogrammes toutefois puisque les éléments de cette sous-classe sont simplement les

parallélogrammes tournés de 90◦. Comme pour les polyominos généraux, l’aire d’un

parallélogramme est définie comme le nombre de cellules qui le composent, et son demi-

périmètre comme la somme de sa hauteur et de sa largeur.

La littérature sur l’énumération de nombreuses classes de polyominos ayant diverses

propriétés de convexité et de croissance dirigée est considérable, cette étude étant

motivée par la combinatoire, la physique statistique, l’informatique théorique et les

mathématiques récréatives. Voir M. Bousquet-Mélou (Bousquet-Mélou, 1996c) pour

une synthèse récente des résultats sur le sujet.

En particulier, l’étude des polyominos parallélogrammes selon leurs périmètre et aire

a débuté avec Pólya (Pólya, 1969). Par la suite, d’autres ont apporté leur contribution
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au sujet en donnant des énumérations plus raffinées: Bender, Klarner, Rivest, Delest,

Fédou, Viennot et d’autres. Mireille Bousquet-Mélou, en utilisant la méthodologie de

Temperley (Temperley, 1956), a trouvé une fonction génératrice selon la hauteur, la lar-

geur, l’aire et les hauteurs des première et dernière colonnes ((Bousquet-Mélou, 1996a),

(Bousquet-Mélou, 1996c)).

Figure 2.1 Exemple de polyomino convexe (gauche) et polyomino parallélogramme (droite).

Les polyominos sont généralement considérés équivalents s’ils peuvent être obtenus

les uns des autres par translation dans le réseau et sont quelquefois plus précisément

appelés polyominos à translations près (voir D. A. Klarner (Klarner, 1981)). Il est

naturel d’aussi considérer les polyominos à congruences près, c’est-à-dire les classes

d’équivalence de polyominos sous rotations et réflexions. Ces polyominos ou classes

de polyominos se présentent alors comme des pièces qui peuvent bouger librement

dans l’espace, comme dans les problèmes de pavages du plan (voir S. W. Golomb

(Golomb, 1994)). Dans (Leroux, Rassart et Robitaille, 1998) l’énumération des poly-

ominos à congruences près est étudiée pour la classe des polyominos convexes.

Le problème revient au dénombrement des orbites de l’action du groupe diédral D4

des symétries du carré sur l’ensemble des polyominos convexes. Le groupe D4 contient

huit éléments, habituellement représentés par 1, r, r2, r3, h, v, d1 et d2, où 1 dénote

l’élément identité, r une rotation par un angle droit, h et v des réflexions par rapport à

l’axe horizontal et l’axe vertical respectivement, et d1 et d2 des réflexions par rapport

aux deux diagonales du carré (on prend la bissectrice du premier quadrant pour d2).
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Le nombre d’orbites |X/G| de l’action d’un groupe fini G sur un ensemble fini X est

donné par la formule de Cauchy-Frobenius (aussi appelée lemme de Burnside):

|X/G| =
1

|G|
∑

g∈G

|Fix(g)| , (2.1)

où Fix(g) dénote le sous-ensemble de X dont les éléments sont g-symétriques, c’est-à-

dire invariants sous la symétrie g. Ainsi l’énumération des polyominos à congruences

près se réduit à la détermination de la taille des classes de symétries de polyominos

convexes, ceci pour chaque élément g ∈ D4. La formule (2.1) s’étend aux ensembles

infinis si une cardinalité pondérée |X|ω est utilisée, pour une certaine fonction de poids

ω qui soit G-invariante. Pour la classe P des polyominos à translations près sur le réseau

carré, cela peut vouloir dire par exemple l’utilisation de séries génératrices P(t, q) selon

le demi-périmètre et l’aire.

Le but de ce chapitre est de procéder à un énumération similaire pour la classe

P des polyominos parallélogrammes, en observant qu’un sous-groupe de D4 agit sur

celle-ci. Ce sous-groupe est le groupe 〈r2, d1〉 = {1, r2, d1, d2}, qu’on notera D2. Les

parallélogrammes à congruences près cöıncideront alors avec les orbites P/D2. Dans

les sections suivantes, on calculera donc les séries génératrices des classes de symétries

Fix(g) de polyominos parallélogrammes pour tout g ∈ D2. On utilisera ensuite (2.1)

afin d’obtenir (P/D2)(t, q).

Il est aussi possible de dénombrer des polyominos parallélogrammes asymétriques

(ceux qui ne sont g-invariants pour aucun g autre que l’identité), en utilisant le prin-

cipe d’inclusion-exclusion ou l’inversion de Möbius dans le treillis des sous-groupes de

D2. Ceci nécessitera l’énumération de la sous-classe Fix(D2) de P, des polyominos pa-

rallélogrammes totalement symétriques (qui ont toutes les symétries du groupe). Les

polyominos parallélogrammes asymétriques seront ainsi dénombrés et on montrera que

leur nombre pour une aire ou un périmètre donné est asymptotiquement équivalent au

nombre de polyominos parallélogrammes, comme on s’y attendrait (intuitivement on a

l’impression que la probabilité de tirer au hasard uniformément un parallélogramme de

grande taille qui ait au moins une symétrie est faible).
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Comme on le verra, l’énumération de toutes les classes de symétries selon le périmètre

fait intervenir, sous un forme ou une autre, soit des chemins de Dyck (ou mots de Dyck,

voir J. Labelle (Labelle, 1993)) dénombrés par les nombres de Catalan cn, soit des

facteurs gauches de chemins de Dyck, dénombrés à un facteur multiplicatif près par les

coefficients binomiaux centraux bn (voir (Cori et Viennot, 1983)), où

bn =

(
2n

n

)
et cn =

1

n + 1

(
2n

n

)
. (2.2)

Quand on tient aussi en ligne de compte l’aire, des q-analogues (certains connus et

d’autres nouveaux) de ces nombres apparaissent naturellement.

2.2 L’énumération des polyominos parallélogrammes

Il est connu depuis longtemps déjà (voir (Levine, 1959), (Pólya, 1969)) que le nombre

de polyominos parallélogrammes de périmètre 2n est donné par le nombre de Catalan

cn−1 = 1
n

(
2n−2
n−1

)
. Il y a plusieurs preuves de ce fait, l’une d’entre elles étant la bijection

suivante, due à Delest et Viennot (Delest et Viennot, 1984), entre les parallélogrammes

de périmètre 2n +2 et les chemins de Dyck de longueur 2n. Étant donné un polyomino

parallélogramme P de périmètre 2n + 2, on définit la suite (a1, a2, . . . , ak) des hauteurs

des colonnes de P , et la suite (b1, b2, . . . , bk−1) où bi est le nombre de cellules de contact

entre les colonnes i et i+1 de P . Le chemin de Dyck D associé à P sera l’unique chemin

de Dyck avec k pics et k−1 creux tel que les hauteurs des pics sont donnés dans l’ordre

par la suite (a1, a2, . . . , ak), et les hauteurs des creux par la suite (b1−1, b2−1, . . . , bk−1−
1) (l’axe horizontal est au niveau 0). La hauteur de P est n + 1 − k = n − (k − 1), et

est aussi donnée par

a1 + (a2 − b1) + (a3 − b2) + . . . + (ak − bk−1) =
k∑

i=1

ai −
k−1∑

j=1

bj .

D’un autre côté, le nombre de pas ↗ dans D, c’est-à-dire la demi-longueur du chemin,

est donné par
k∑

i=1

ai −
k−1∑

j=1

(bj − 1) =
k∑

i=1

ai −
k−1∑

j=1

bj + (k − 1) ,
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qui sera égal à n d’après l’équation précédente. Ainsi D est un chemin de Dyck de

longueur 2n.

On observe aussi que la somme des hauteurs des pics,
∑k

i=1 ai est simplement l’aire

de P . La figure 2.2 illustre la bijection.

Figure 2.2 Polyomino parallélogramme et chemin de Dyck associé.

Il s’ensuit que la série génératrice P(t) des polyominos parallélogrammes selon le

demi-périmètre est

P(t) =
∑

n≥2

cn−1t
n =

1 − 2t −
√

1 − 4t

2
. (2.3)

Il est aussi connu depuis longtemps que lorsque l’aire est tenue en ligne de compte,

les séries génératrices font apparâıtre des q-analogues des fonctions de Bessel (voir

(Klarner et Rivest, 1974) et (Bender, 1974)). Pólya ((Pólya, 1969) et (Flajolet, 1991))

trouve une série de Laurent reliant la série génératrice des parallélogrammes selon l’aire

et le périmètre à une variante d’elle-même où certaines variables sont spécialisées, et

à partir de laquelle les termes de la série peuvent être extraits facilement. La série

génératrice selon la largeur, la hauteur et l’aire s’exprime aussi comme une fraction

continue (voir (Flajolet, 1980)). Nous utiliserons pour la suite une forme récente et plus

générale de la série génératrice, due à Mireille Bousquet-Mélou (Bousquet-Mélou, 1996a),

donnant la série génératrice P(v, x, y, q) des polyominos parallélogrammes, où les va-

riables v, x, y et q marqueront respectivement la hauteur de la colonne la plus à droite,
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la largeur, la hauteur totale et l’aire des parallélogrammes.

Proposition 2.1 (Bousquet-Mélou, 1996a) La série génératrice P(v, x, y, q) des poly-

ominos parallélogrammes est donnée par

P(v, x, y, q) = vy
J1(v, x, y, q)

J0(x, y, q)
, (2.4)

où

J0(x, y, q) =
∑

n≥0

(−1)nxnq(
n+1

2 )

(q)n(yq)n
(2.5)

et

J1(v, x, y, q) =
∑

n≥1

(−1)n−1xnq(
n+1

2 )

(q)n−1(yq)n−1(1 − vyqn)
(2.6)

avec les notations usuelles (a)n = (a; q)n =
∏n−1

i=0 (1 − aqi). �

Notons que la série génératrice des parallélogrammes selon le demi-périmètre et l’aire

P(t, q) s’obtient de P(v, x, y, q) en posant v = 1, x = t et y = t dans (2.4).

2.3 L’action du groupe diédral D2 sur les polyominos parallélogrammes

Les sous-groupes non-triviaux de D2 sont les sous-groupes cycliques d’ordre deux

〈r2〉, 〈d1〉 et 〈d2〉.

Le groupe D2 agit sur les polyominos (à translations près) de façon naturelle, en les

faisant tourner ou se réfléchir. Soit P un ensemble fini de polyominos fermé sous l’action

du groupe. On pourrait prendre, par exemple, l’ensemble des polyominos convexes ou

parallélogrammes d’une aire ou d’un périmètre fixé. Alors tout sous-groupe G de D2

agit sur P et les G-orbites sont les classes d’équivalence de polyominos modulo les

transformations de G. L’ensemble des G-orbites de polyominos de P est noté P/G.

Le nombre de G-orbites distinctes de polyominos de P est donné par la formule de

Cauchy-Frobenius (aussi connue comme le lemme de Burnside)

|P/G| =
1

|G|
∑

g∈G

|FixP(g)| , (2.7)
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où FixP(g) est le sous-ensemble de P formé des polyominos invariants sous la trans-

formation g. L’ensemble FixP(g) est appelé la classe de symétrie de g, et on appelle

ses éléments polyominos g-symétriques. La formule (2.7) s’étend aux classes infinies de

polyominos en prenant une cardinalité pondérée, dans ce cas-ci en prenant les séries

génératrices par rapport au demi-périmètre (variable t) et l’aire (variable q).

Le concept de classe de symétrie de polyominos est étendu à tout sous-groupe G de

D2 en posant

S≥G =
⋂

g∈G

FixP(g) = {P ∈ P | Stab(P ) ⊇ G} ,

S=G = {P ∈ P | Stab(P ) = G} ,

où Stab(P ) dénote le stabilisateur de P , c’est-à-dire le sous-groupe de D2 contenant les

transformations laissant P inchangé. On observe en particulier que S=0 est l’ensemble

des polyominos asymétriques (n’ayant aucune symétrie). On note F≥G et F=G les séries

génératrices des ensembles S≥G et S=G respectivement. Les séries F≥G pour les sous-

groupes G de D2 sont plus simples à calculer directement que les séries F=G. On a

évidemment la relation

F≥G =
∑

H⊇G

F=H , (2.8)

où H parcourt le treillis des sous-groupes de D2, noté S(D2).

En utilisant l’inversion de Möbius (voir Rota (Rota, 1964)) dans le treillis S(D2),

on trouve

F=G =
∑

H⊇G

µ(G,H)F≥H , (2.9)

où µ(G,H) est la valeur de la fonction de Möbius sur S(D4). En particulier, en prenant

G = 0 = {1}, l’élément minimal de S(D2), on obtient la série génératrice des polyominos

parallélogrammes asymétriques:

F=0 =
∑

H∈S(
�

4)

µ(0,H)F≥H . (2.10)
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D2

d1 r2 d2

0

2

-1

1

-1 -1

Figure 2.3 Treillis des sous-groupes de D2 et la fonction de Möbius µ(0, H) sur le treilli.

La valeur de la fonction de Möbius µ(0,H) est facile à calculer récursivement (voir

Rota (Rota, 1964)), en utilisant les formules

µ(0, y) = −
∑

x<y

µ(0, x) , µ(0, 0) = 1 . (2.11)

Ces valeurs de µ sur S(D2) sont données dans la figure 2.3.

Dans les sous-sections suivantes, on calculera les séries génératrices des classes de

symétries FixP(H) pour l’ensemble P des polyominos parallélogrammes.

2.4 Classes de symétries de polyominos parallélogrammes

2.4.1 Symétrie rotationnelle

On observe d’abord que si on applique la bijection de Delest et Viennot à un po-

lyomino parallélogramme r2-symétrique de périmètre 2k + 2, le chemin de Dyck qu’on

obtient est symétrique par rapport à un axe vertical (ou, de façon équivalente, le mot

de Dyck associé est un palindrome). Ainsi on n’a qu’à considérer la moitié du chemin,

qui est simplement un facteur gauche de longueur k de chemin de Dyck.

Proposition 2.2 Le nombre de polyominos parallélogrammes r2-symétriques de demi-

périmètre k + 1 est égal au nombre de facteurs gauches de longueur k de chemins de

Dyck. �
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Corollaire 2.3 Le nombre de polyominos parallélogrammes r2-symétriques de demi-

périmètre k + 1 est donné par

rk+1(1) =






(
k

k/2

)
si k est pair ,

1
2

(
k+1

(k+1)/2

)
si k est impair .

(2.12)

Preuve Il est connu que le nombre de facteurs gauches de longueur 2n de mots de

Dyck de longueur 2n est égal au nombre de mots sur l’alphabet {0,1} avec dis-

tribution 0n1n, d’où on peut tirer (2.12) facilement (voir (Cori et Viennot, 1983)

pour une preuve bijective). On donne ici une preuve de (2.12) utilisant des fonc-

tions génératrices. Les mots de Dyck et les facteurs gauches de mots de Dyck sont

engendrés par la grammaire algébrique

C → ε + xCx̄C

L → C + CxL ,

sur l’alphabet {x, x̄}. C dénote les mots de Dyck et L les facteurs gauches de

mots de Dyck. Sur les chemins x et x̄ marquent respectivement un pas ↗ et un

pas ↘. La première règle de production donne C(x, x̄) = 1 + xx̄C(x, x̄)2, qu’on

résout pour

C(x, x̄) =
1 −

√
1 − 4xx̄

2xx̄
.

La deuxième règle de production donne L(x, x̄) = C(x, x̄)(1 + xL(x, x̄)), qu’on

peut maintenant résoudre, puisqu’on a C(x, x̄):

L(x, x̄) =

√
1 − 4xx̄ − 1

x(1 − 2x̄ −
√

1 − 4xx̄)
.

On substitue alors x 7→ t, x̄ 7→ t dans L(x, x̄) pour obtenir la série génératrice L(t)

des facteurs gauches de chemins de Dyck selon leur longueur:

L(t) =
2t − 1 +

√
1 − 4t2

2t(1 − t)
,

d’où on tire (2.12). �
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Pour inclure l’aire dans l’énumération, on pourrait étendre une autre bijection entre

parallélogrammes et chemins de Dyck, donnée dans (Bousquet-Mélou et Viennot, 1992),

faisant intervenir des empilements de segments, aux facteurs gauches de chemins de

Dyck. Il y a toutefois une approche plus directe. En effet, les polyominos parallélo-

grammes avec une symétrie rotationnelle peuvent s’obtenir de deux copies d’un même

parallélogramme collés ensemble. Le processus de collage variera selon que la largeur

de l’objet final sera paire ou non, comme le montre la figuree 2.4. Si R2(x, y, q) est la

série génératrice des polyominos parallélogrammes, alors

R2(x, y, q) = R
(e)
2 (x, y, q) + R

(o)
2 (x, y, q) (2.13)

où R
(e)
2 (x, y, q) et R

(o)
2 (x, y, q) sont respectivement les séries génératrices des parallélo-

grammes r2-symétriques de largeur paire et impaire.

     (a)                                                                                                       (b)

Figure 2.4 Polyominos parallélogrammes r2-symétriques de largeur (a) paire et (b) impaire.

Proposition 2.4 La série génératrice R
(e)
2 (x, y, q) des polyominos parallélogrammes

r2-symétriques de largeur paire est donnée par

R
(e)
2 (x, y, q) =

1

1 − y

(
P(

1

y
, x2, y2, q2) − P(1, x2, y2, q2)

)
(2.14)

où P(v, x, y, q) est la série génératrice (2.4) des polyominos parallélogrammes.

Preuve Soit P un parallélogramme r2-symétrique de largeur paire. On définit la

région fondamentale de P comme la moitié gauche de P . On appellera Q ce
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sous-polyomino (voir la figure 2.4(a)). On remarque tout d’abord que Q est lui-

même un parallélogramme. Pour obtenir P de Q, il suffit de tourner une copie

de Q de 180◦ et de coller ce nouveau polyomino Q à Q le long de sa colonne la

plus à droite. Si cette colonne est de longueur k, il y aura k positions possibles de

collage de Q relativement à Q. La substitution v 7→ 1/y, x 7→ x2, y 7→ y2 et q 7→ q2

dans la série génératrice P(v, x, y, q) des polyominos parallélogrammes correspond

à la plus haute position possible de Q, qui minimise la hauteur totale de P .

Toutes les positions possibles seront tenues en ligne de compte en multipliant par

(1 + y + . . . + yk−1). En d’autres mots, la substitution à faire dans P(v, x2, y2, q2)

est

vk 7→ 1 + y + . . . + yk−1

yk
=

1

1 − y

(
1

yk
− 1

)
. (2.15)

En prenant la somme sur toutes les valeurs possibles de k, on trouve la série

génératrice proposée (2.14) des polyominos parallélogrammes r2-symétriques. �

Proposition 2.5 La série génératrice R
(o)
2 (x, y, q) des polyominos parallélogrammes

r2-symétriques de largeur impaire est donnée par

R
(o)
2 (x, y, q) =

1

x
P(

1

yq
, x2, y2, q2) (2.16)

où P(v, x, y, q) est la série génératrice des polyominos parallélogrammes.

Preuve La preuve est similaire à la précédente. La seule différence est qu’une seule

position de collage de Q à Q est possible, et que la colonne de Q la plus à droite et

son image après rotation dans Q sont superposées, de façon à obtenir une largeur

totale impaire (voir la figure 2.4(b)). Les détails sont laissés au lecteur. �

On voudrait aussi pouvoir trouver le nombre de parallélogrammes r2-symétriques

d’un demi-périmètre fixé, sans toutefois perdre l’information liée à l’aire. En d’autres

termes, on voudrait pouvoir exprimer la série génératrice sous la forme

R2(t, q) = R2(t, t, q) =
∑

k≥0

rk(q)t
k . (2.17)
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Les expressions ci-haut pour la série génératrice des parallélogrammes r2-symétriques

peuvent être utilisées afin d’en extraire les polynômes rk(q) (c.-à-d. la développer en

puissances de t après y avoir effectué la substitution x 7→ t, y 7→ t). On donne ici les

quelques premiers de ces polynômes:

r2(q) = q

r3(q) = 2q2

r4(q) = q4 + 2q3

r5(q) = 2q6 + 4q4

r6(q) = q9 + 2q8 + q7 + 2q6 + 4q5

2.4.2 Symétries réflexionnelles

On introduit tout d’abord une sous-famille de polyominos parallélogrammes qu’on

appellera polyominos de Dyck car ils correspondent à des chemins de Dyck dessinés

au-dessus d’une diagonale parallèle à d1. On considérera aussi des polyominos de Dyck

tronqués, qu’on appellera facteurs gauches de polyominos de Dyck (ou plus simplement

polyominos FGD), par analogie encore avec les facteurs gauches de chemins de Dyck.

Un polyomino de Dyck et un polyomino FGD sont illustrés dans la figure 2.5.

Figure 2.5 Polyomino de Dyck (à gauche) et facteur gauche de polyomino de Dyck (à droite).

On introduit alors Ln(u) = Ln(u, y, q), la série génératrice des polyominos FGD dont

la base (en foncé dans la figure 2.5) a largeur n, en les variables u, y et q correspondant au

nombre de cellules dans la rangée la plus élevée, à la hauteur et à l’aire respectivement.
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Ln(u) peut être définie récursivement par l’équation fonctionnelle suivante (la récursion

est aussi illustrée dans la figure 2.6):

Ln(u) = unyqn +
yu2q2

1 − uq
(Ln(1) − Ln(uq)) . (2.18)

La série génératrice L(u) des tous le polyominos FGD est simplement la somme sur

toutes les largeurs possibles de base,

L(u) =
∑

n≥1

Ln(u) . (2.19)

= -+

Figure 2.6 Construction récursive des polyominos FGD, en ajoutant des rangées successive-

ment.

De plus, puisque les polyominos de Dyck sont les polyominos FGD de base unitaire,

leur série génératrice D(y, q) selon leur hauteur et leur aire est donnée par

D(y, q) = L1(1, y, q) . (2.20)

Un application directe du lemme 2.3 (Bousquet-Mélou, 1996a) (M. Bousquet-Mélou)

permet de trouver la solution de l’équation fonctionnelle (2.18). Comme on n’a pas

besoin de la variable u (largeur de la rangée du dessus) pour la suite, on la pose égale

à 1, ce qui simplifie l’expression pour la série génératrice.

Proposition 2.6 La série génératrice selon l’aire et la hauteur Ln(1, y, q) des polyomi-

nos FGD ayant une base de largeur n est

Ln(1, y, q) =

∑

m≥0

(−1)mym+1q(m+n)(m+1)

(q)m

∑

m≥0

(−1)mymqm(m+1)

(q)m

. (2.21)

�
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Pour n = 1, on obtient

D(y, q) =

∑

m≥0

(−1)mym+1q(m+1)2

(q)m

∑

m≥0

(−1)mymqm(m+1)

(q)m

(2.22)

pour la série génératrice selon l’aire et la hauteur des polyominos de Dyck. Toutefois, on

peut aussi exprimer D(y, q) en utilisant le q-analogue classique des nombres de Catalan,

cn(q), défini par la récurrence

cn(q) =
n−1∑

k=0

qkck(q)cn−1−k(q) , (2.23)

car il est bien connu que ce q-analogue énumère selon l’aire les chemins de Dyck de

longueur 2n. L’aire d’un chemin de Dyck dont il est question ici est le nombre de

cellules sous le chemin et strictement au-dessus de la diagonale qui le supporte (les

cellules sur la diagonale ne sont pas comptées dans l’aire). Pour obtenir un polyomino

de Dyck d’un chemin de Dyck, il faut donc ajouter les cellules sur la diagonale. Si

la longueur du chemin est 2n, un facteur qn doit ainsi être ajouté. Mais ce n’est pas

suffisant car un chemin de Dyck peut toucher la diagonale, auquel cas on n’aurait pas

la connexité par côtés. Alors une autre diagonale de cellules doit être ajoutée; pour un

chemin de longueur 2n, n + 1 cellules supplémentaires devront ainsi être additionnées,

pour une contribution de qn+1 à l’aire. Cette dernière diagonale de cellules ajoute aussi

une unité de hauteur au polyomino. On a donc

D(y, q) =
∑

n≥1

ynq2n−1cn−1(q) . (2.24)

Symétrie réflexionnelle selon la première diagonale

Il y a une belle bijection préservant l’aire entre les parallélogrammes d1-symétriques

d’un demi-périmètre donné et les parallélogrammes r2-symétriques avec ce même demi-

périmètre. Comme le rectangle minimal d’un parallélogramme d1-symétrique est forcé-

ment un carré, son périmètre est un multiple de 4, et donc son demi-périmètre est pair.
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Figure 2.7 Bijection entre les parallélogrammes r2-symétriques et les parallélogrammes d1-

symétriques de même demi-périmètre.

Donc on aura

D1(x, y, q) =
∑

k≥0

r2k(q)t
2k , (2.25)

où D1(x, y, q) est la série génératrice des polyominos parallélogrammes d1-symétriques

et où les r2k(q) sont définis par (2.17). La bijection est illustrée sur un exemple dans

la figure 2.7, et se définit comme suit: un parallélogramme r2-symétrique possède un

centre de rotation. Pour un parallélogramme de demi-périmètre pair, ce centre soit se

trouvera dans le centre d’une cellule (si à la fois la hauteur et la largeur sont impairs),

soit sera le coin commun à quatre cellules formant un carré (si à la fois la hauteur et la

largeur sont pairs). Dans les deux cas, on considère la première diagonale (une droite

parallèle à la bissectrice du second quadrant du plan cartésien) passant par le centre de

rotation et la région sous la seconde diagonale passant par le centre de rotation (voir

figure 2.7). Cette région n’est pas un polyomino, mais le parallélogramme r2-symétrique

initial est obtenu de cette région en lui collant une copie d’elle-même tournée de 180◦ de

sorte à ce qu’il n’y ait pas de “demi-cellules” dans le résultat final (la position de collage

est clairement unique). Supposons maintenant qu’au lieu de tourner une copie de cette

région on la réfléchisse par rapport à la première diagonale, puis qu’on la colle de sorte

qu’il n’y ait pas de demi-cellules; alors on obtient clairement un parallélogramme d1-
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symétrique qui aura le même demi-périmètre et la même aire que le parallélogramme r2-

symétrique initial. Par ailleurs, le processus est réversible: on peut commencer avec un

parallélogramme d1-symétrique arbitraire et lui faire correspondre un parallélogramme

r2-symétrique.

Symétrie réflexionnelle selon la seconde diagonale

On considère maintenant les polyominos parallélogrammes d2-symétriques, c’est-à-

dire les parallélogrammes laissés invariants par une réflexion par rapport à la seconde

diagonale. La figure 2.8 présente un exemple d’un tel parallélogramme. On note tout

d’abord que le rectangle minimal d’un parallélogramme d2-symétrique est toujours un

carré dont le côté est le quart du périmètre du parallélogramme.

Figure 2.8 Un polyomino parallélogramme d2-symétrique.

On observe ensuite qu’un parallélogramme d2-symétrique peut se construire à partir

de deux copies d’un même polyomino de Dyck dont les diagonales sont collées ensemble

(superposées; ce sont les cellules foncées sur la figure 2.8). L’aire de l’objet final sera le

double de celle des polyominos de Dyck, moins l’aire de la diagonale qui a été comptée

deux fois. On remarque de plus qu’il y a autant de cellules sur la diagonale que la

hauteur du polyomino de Dyck, et que la largeur de l’objet final sera aussi la hauteur

du polyomino de Dyck. On trouve donc la proposition suivante:

Proposition 2.7 La série génératrice D2(x, y, q) des polyominos parallélogrammes d2-
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symétriques est donnée par

D2(x, y, q) = D(
xy

q
, q2) . (2.26)

�

Symétrie réflexionnelle selon les deux diagonales

Le dernier sous-groupe (non-cyclique) dont on énumérera l’ensemble des points fixes

est le groupe entier D2 lui-même. Ce groupe est engendré par n’importe quels deux

éléments non triviaux, mais il est pratique de prendre comme générateurs les deux

symétries diagonales. On peut alors caractériser simplement la région fondamentale

d’un polyomino parallélogramme D2-symétrique, comme le montre la figure 2.9.

A

C

B

Figure 2.9 Un polyomino parallélogramme D2-symétrique.

On note d’abord que le rectangle minimal d’un parallélogramme D2-symétrique P

est un carré. On observe aussi que le chemin extérieur allant de A à C (voir figure 2.9)

est un chemin de Dyck qui a la propriété additionnelle d’être symétrique par rapport à

la première diagonale passant par le centre de P (en d’autres termes, le mot de Dyck

en x et x̄ associé au chemin de Dyck est un palindrome). On voit donc que P est

complètement déterminé par “la moité” d’un chemin de Dyck (le chemin allant de A à
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B sur la figure). Si P est de demi-périmètre 2k (son demi-périmètre est nécessairement

pair puisque le rectangle minimal est un carré), alors le chemin A → C est un chemin

de Dyck symétrique de longueur 2k − 2, et le chemin A → B est simplement un facteur

gauche de longueur k − 1 d’un chemin de Dyck. On a donc le résultat suivant:

Proposition 2.8 Le nombre de polyominos parallélogrammes D2-symétriques de demi-

périmètre 2k + 2 est donné par

d
(1,2)
2k+2(1) =





(
k

k/2

)
si k est pair ,

1
2

(
k+1

(k+1)/2

)
si k est impair .

(2.27)

Preuve Voir le corollaire 2.3. �

Figure 2.10 Construction d’un polyomino parallélogramme D2-symétrique à partir de 4 copies

d’un polyomino FGD.

On obtient la série génératrice selon l’aire et le demi-périmètre des parallélogrammes

D2-symétriques en les construisant à partir de 4 copies d’un polyomino FGD, comme

l’illustre la figure 2.10. Certaines cellules doivent être superposées (les cellules foncées

sur la figure) et d’autres doivent être ajoutées (le carré de cellules blanches au milieu);

on devra en tenir compte lorsqu’on calculera l’aire de l’objet final. Si le polyomino FGD

a aire A, hauteur (nombre de cellules sur la diagonale) d et base de largeur n, on trouve
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que l’aire du parallélogramme D2-symétrique obtenu par collage est 4A−2d+(n−2)2−2,

alors que son demi-périmètre est donné par 2n + 4(d − 1). On a donc la proposition

suivante:

Proposition 2.9 La série génératrice selon le demi-périmètre et l’aire D1,2(t, q) des

polyominos parallélogrammes D2-symétriques est donnée par

D1,2(t, q) = t2q +
∑

n≥2

t2n−4qn2−4n+2Ln(1,
t4

q2
, q4) (2.28)

où Ln(u, x, q) est la série génératrice des polyominos FGD avec base de largeur n. �

Corollaire 2.10

D1,2(t, q) = t2q +

∑

n≥2

∑

m≥0

(−1)mt4m+2nq4m2+2m+4mn+n2

(q4)m

1 − t4q6
∑

m≥0

(−1)mt4mq4m2+10m

(q4)m+1

. (2.29)

Preuve Ceci découle de l’équation (2.21). �

Voici les premiers termes du développement de D1,2(t, q):

D1,2(t, q) = t2q + t4q4 + t6q7 + t6q9 + t8q10 + t8q14 + t8q16 + t10q13 + t10q15 + . . .

2.4.3 Polyominos parallélogrammes à symétries près

Toutes les composantes nécessaires à l’énumération des polyominos parallélogrammes

à symétries près ont maintenant été calculées. On pourra donc dénombrer les pa-

rallélogrammes à rotations et réflexions près en utilisant la formule (2.1) (lemme de

Burnside) avec G = D2 et P = P, la classe de tous les polyominos parallélogrammes:

|P/D2|w =
1

4

∑

g∈
�

2

|Fix(g)|w , (2.30)

où |Fix(g)|w est la série génératrice selon le demi-périmètre et l’aire des polyominos

g-symétriques. On obtient donc:
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Proposition 2.11 La série génératrice selon le demi-périmètre et l’aire (P/D2)(t, q)

des polyominos parallélogrammes à symétries près est donnée par

(P/D2)(t, q) = |P/D2|w =
1

4

(
P(1, t, t, q) + R2(t, t, q) + D1(t, t, q) + D2(t, t, q)

)
. (2.31)

�

Voici les quelques premiers termes de (P/D2)(t, q) =
∑

k≥0 p̃k(q)t
k:

p̃2(q) = q

p̃3(q) = q2

p̃4(q) = q4 + 2 q3

p̃5(q) = q6 + q5 + 3 q4

p̃6(q) = q9 + 2 q8 + 3 q7 + 4 q6 + 6 q5

2.4.4 Polyominos parallélogrammes asymétriques

Il est aussi possible d’énumérer les polyominos parallélogrammes asymétriques, c’est-

à-dire les parallélogrammes n’ayant aucune symétrie, en utilisant l’inversion de Möbius

dans le treillis des sous-groupes de D2 (voir section 2.3).

Le lecteur est renvoyé à (Rota, 1964) pour une discussion générale de l’inversion de

Möbius, et à (Leroux, Rassart et Robitaille, 1998) pour voir comment elle s’applique à

l’énumération des polyominos convexes asymétriques. On trouve:

Proposition 2.12 La série génératrice selon le demi-périmètre et l’aire P(t, q) = F=0

des polyominos parallélogrammes asymétriques est donnée par

P(t, q) = F≥0 − F≥〈r2〉 − F≥〈d1〉 − F≥〈d2〉 + 2F≥〈d1 ,d2〉

= P(1, t, t, q) − R2(t, t, q) − D1(t, t, q) − D2(t, t, q) + 2D1,2(t, t, q) . (2.32)

�
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Voici les quelques premiers termes de P(t, q) =
∑

k≥0 pk(q)t
k:

p2(q) = p3(q) = p4(q) = 0

p5(q) = 4 q5 + 4 q4

p6(q) = 8 q7 + 8 q6 + 8 q5

p7(q) = 4 q11 + 8 q10 + 20 q9 + 24 q8 + 32 q7 + 24 q6

On note aussi que la même méthode permettrait aussi l’énumération des polyominos

parallélogrammes ayant exactement les symétries d’un sous-groupe donné de D2.

2.4.5 Comportement asymptotique

On montre ici un résultat sur l’asymptotique des polyominos parallélogrammes, à

savoir que lorsque l’aire ou le demi-périmètre devient grand, presque tous les polyominos

parallélogrammes sont asymétriques. En d’autres mots, la probabilité qu’un polyomino

parallélogramme ait au moins une symétrie tend vers zéro quand son aire ou son demi-

périmètre tend vers l’infini.

On trouve dans les travaux de Pólya (Pólya, 1969) que le nombre de polyominos

parallélogrammes de demi-périmètre n est donné par

p(t)
n = cn−1 ∼ 4n

√
πn3/2

. (2.33)

Pour l’aire, on a le résultat suivant de Bender:

Proposition 2.13 (Bender (Bender, 1974)) Soit p
(q)
n le nombre de polyominos pa-

rallélogrammes d’aire n. Alors

p(q)
n ∼ k µn , (2.34)

avec

k = 0.29745 . . . µ = 2.30913859330 . . .

�
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Proposition 2.14 Soit H un sous-groupe (différent de 〈1〉) de D2 et soit P
(q)
H (n) (resp.

P
(t)
H (n)) le nombre de polyominos parallélogrammes H-symétriques d’aire (resp. de

demi-périmètre) n. Alors,

lim
n→∞

P
(q)
H (n)

p
(q)
n

= 0 et lim
n→∞

P
(t)
H (n)

p
(t)
n

= 0 . (2.35)

Preuve La preuve de la proposition en ce qui a trait au demi-périmètre découle

immédiatement des formes closes trouvées pour tous les coefficients. On peut

donc vérifier que les limites sont zéro explicitement.

Pour l’aire, on remarque qu’il suffit de considérer les polyominos parallélogrammes

r2-symétriques et d2-symétriques puisque les parallélogrammes d1-symétriques

sont en bijection avec une sous-classe des r2-symétriques, et que les parallélo-

grammes D2-symétriques forment une sous-classe de toutes les autres classes de

symétries.

La même approche de preuve fonctionne pour les parallélogrammes r2-symétriques

et d2-symétriques, qui utilise le fait que ces polyominos peuvent être construits de

deux sous-polyominos congrus. Une colonne supplémentaire doit quelquefois être

ajoutée dans le case des parallélogrammes r2-symétriques, selon que la largeur

du parallélogramme initial est paire ou impaire. Ces sous-polyominos sont des

parallélogrammes dans tous les cas et ont au plus la moitié de l’aire de l’objet

initial.

• Polyominos parallélogrammes r2-symétriques : Un polyomino parallé-

logramme r2-symétrique de largeur paire et d’aire n se construit de deux

sous-parallélogrammes congrus d’aire n/2, qui peuvent être collés ensemble

d’au plus n/2 façons (la hauteur maximale des colonnes de contact). Alors

P
(q),pair
r2 (n) ≤ 1

2np
(q)
n/2, et donc

lim
n→∞

P
(q),pair
r2 (n)

p
(q)
n

≤ lim
n→∞

1
2nkµn/2

kµn
= 0 .

On considère ensuite en polyomino parallélogramme r2-symétrique de largeur

impaire et d’aire n. Ce parallélogramme est composé d’une colonne centrale
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(n choix pour sa hauteur) à laquelle sont collés deux sous-parallélogrammes

congrus d’aire au plus bn/2c, et qui peuvent être collés d’au plus n manières

différentes à cette colonne (ils sont collés symétriquement). On a donc

P
(q),impair
r2 (n) ≤ n2(1 + p

(q)
1 + p

(q)
2 + . . . + p

(q)
bn/2c) < n3p

(q)
bn/2c et le résultat

s’ensuit comme ci-dessus. Ainsi, le résultat tient pour le sous-groupe 〈r2〉;

• Polyominos parallélogrammes d2-symétriques : Soit P un parallélo-

gramme d2-symétrique et Q sa région fondamentale. On suppose que P

a b cellules sur l’axe de symétrie diagonal. Alors l’aire minimale que P peut

avoir est b + 2(b − 1). Ceci donne une aire minimale de b + (b − 1) pour Q.

On a donc
Aire de Qmin

Aire de Pmin
=

2b − 1

3b − 2
.

Si on ajoute ensuite une cellule à Q qui n’est pas sur la diagonale, deux

cellules sont ajoutées à P , et on conclut que la proportion entre l’aire de

Q l’aire de P ne peut que diminuer quand on transforme P en un plus

grand parallélogramme d2-symétrique en conservant le nombre de cellules

diagonales b. On remarque que pour b ≥ 2, la proportion sera plus petite que

3/4. Comme approximation grossière, on peut considérer que Q est n’importe

quel polyomino parallélogramme d’aire au plus d3n/4e. Aussi, pour n > 1,

P aura nécessairement plus d’une cellule sur sa diagonale. On obtient donc

que Pd2
(n) ≤ 1 + p

(q)
1 + p

(q)
2 + . . . + p

(q)
d3n/4e ≤ np

(q)
d3n/4e, et on aura aussi le

résultat pour le sous-groupe 〈d2〉.

�

Proposition 2.15 Si on note par p
(q)
n (resp. p

(t)
n ) le nombre de polyominos parallélo-

grammes asymétriques d’aire (resp. de demi-périmètre) n, alors

p(q)
n ∼ p(q)

n , (2.36)

p(t)
n ∼ p(t)

n . (2.37)

Preuve Ce résultat découle directement de l’équation (2.32) et de la proposition

précédente. �
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Deux tables peuvent être trouvées en annexe, qui présentent les nombres de poly-

ominos parallélogrammes selon leurs types de symétries et leur aire et demi-périmètre.

Les colonnes indicées par des sous-groupes de D2 donnent les nombres de polyominos

parallélogrammes d’une aire ou d’un demi-périmètre donné qui sont laissés invariants

par les symétries du sous-groupe. Les colonnes #Orbites et Asym donnent respective-

ment le nombre de parallélogrammes à symétries près et le nombre de parallélogrammes

asymétriques d’une taille donnée.



CHAPITRE III

CHEMINS AUTOÉVITANTS DIRIGÉS ET CHEMINS

AUTOÉVITANTS À MÉMOIRE FINIE

3.1 Introduction

L’énumération des chemins autoévitants (ou ne se coupant pas) dans Zd demeure

un problème ouvert en physique statistique depuis plusieurs décennies. Le problème a

été introduit par Kuhn en 1934 (Lehman et Weiss, 1958) dans l’étude des polymères.

L’ensemble de ce qui est connu à ce jour peut être trouvé dans le livre The Self-Avoiding

Walk de Madras et Slade (Madras et Slade, 1993). En particulier, il est conjecturé que

le nombre cn de chemins autoévitants de longueur n (débutant à l’origine) et leur rayon

carré moyen 〈|ω(n)|2〉 sont donnés asymptotiquement par

cn ∼ Aµnnγ−1

〈|ω(n)|2〉 ∼ Bn2ν

où les constantes µ, γ et ν dépendent de la dimension d du réseau (µ est connue comme

la constante de connectivité, γ et ν sont des exposants critiques). Pour d = 2, la

conjecture est que γ = 43/32, et µ est estimée valoir 2.6381585 ± 0.0000010. La forme

asymptotique pour cn découle de la preuve par Hammersley (Hammersley, 1957) de

l’existence d’une constante µ telle que

lim
n→∞

cn
1/n = µ .



CHAPITRE III — Chemins autoévitants dirigés et à mémoire finie 44

Il est facile de voir que la forme asymptotique pour le rayon carré moyen ne peut pas

comporter une croissance exponentielle: le rayon des chemins crôıtrait alors plus vite

que leur longueur.

Des classes restreintes de chemins autoévitants ont été énumérées, en particulier celle

des chemins autoévitants à mémoire finie, c’est-à-dire des chemins qui ne se recoupent

pas sur une plage d’une longueur finie donnée (les “vrais” chemins autoévitants sont

ceux à mémoire infinie). L’idée d’étudier les chemins à mémoire finie semble originer

de Sykes, et a été reprise par de nombreux chercheurs. Montroll (Montroll, 1950), avec

des châınes de Markov, a étudié jusqu’à mémoire 4 les chemins autoévitants ne pouvant

pas faire deux pas consécutifs dans une même direction, et a obtenu que le rayon carré

moyen, pour toute mémoire finie, serait de la forme

〈rn
2〉 = An + B +

∑

j

cje
−ndj

où A, B, les dj et les cj sont des constantes. Les résultats de Montroll ont par la suite

été étendus par Frisch, Collins et Friedman (Frisch, Collins et Friedman, 1951) jusqu’à

mémoire 12 (pour la même classe de chemins).

L’énumération de ces chemins permet de donner des bornes supérieures sur le com-

portement asymptotique de cn et 〈|ω(n)|2〉. Noonan (Noonan, 1997) et Noonan et Zeil-

berger (Noonan et Zeilberger, 1998) ont étudié ces chemins en faisant appel à la tech-

nique de Goulden-Jackson pour l’énumération de mots évitant certains motifs. Noonan

a trouvé des bornes supérieures plus fines pour les constantes de connectivité de che-

mins autoévitants dans les réseaux hypercubiques de dimensions 2, 3, 4, 5 et 6 (les

bornes précédentes étaient détenues par Alm (Alm, 1993)). Il trouve aussi les fonc-

tions génératrices explicitement jusqu’à mémoire 8. Le cas de deux unités de mémoire

dans Zd (pour les chemins qui n’ont pas de pas inverses consécutifs) est aussi présenté

comme exemple d’un calcul utilisant le développement en lacets (lace expansion dans

(Madras et Slade, 1993)), où des expressions explicites sont trouvées à la fois pour le

nombre de chemins et leur rayon carré moyen. Fisher et Sykes (Fisher et Sykes, 1959)

ont trouvé les constantes de connectivité (quelle que soit la dimension) pour les che-
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mins de mémoire 4, de façon exacte comme racines de polynômes, et les constantes

de connectivité dans le réseau carré jusqu’à mémoire 12 en analysant les rapports de

termes successifs pour les premiers termes des séries génératrices.

Une autre classe restreinte de chemins autoévitants est celle où les chemins sont

restreints à des bandes du plan discret Z2. D. Zeilberger (Zeilberger, 1996) a énuméré

les chemins autoévitants dans une bande de hauteur 1 (Z × {0, 1}), et J. Labelle dans

la bande de hauteur 2 (Labelle, 1998). Zeilberger et Labelle ont tous deux utilisé une

méthode de décomposition, consistant à briser les chemins autoévitants en “facteurs

irréductibles”. Les chemins autoévitants dans des bandes de hauteur finie ont aussi été

étudiées asymptotiquement par Klein dans (Klein, 1980) avec des matrices génératrices

(de transfert). Alm et Janson (Alm et Janson, 1990) ont dégagé des résultats impor-

tants dans la génération aléatoire et l’énumération de chemins autoévitants dans les

réseaux unidimensionnels (une généralisation des bandes de hauteur finie dans le plan

discret), aussi avec des matrices de transfert.

Dans les sections qui suivent, la méthode des matrices de transfert est utilisée

pour étendre ces résultats. La méthode est d’abord présentée sur la classe des che-

mins autoévitants dirigés dans le plan discret (l’une des quatre directions est interdite)

et vient reformuler et généraliser des résultats connus depuis longtemps des gens en

physique statistique (voir, par exemple, (Brak, Guttmann et Whittington, 1992)). Les

définitions utilisées seront celles introduites par L. K. Williams dans (Williams, 1996).

Ces résultats portent sur l’énumération des chemins, et la généralisation introduite per-

met d’obtenir à la fois les nombres de chemins et leurs rayons carrés moyens. Finalement,

on montre que les matrices de transfert peuvent aussi être utilisées pour obtenir le rayon

carré moyen des chemins autoévitants à mémoire finie.
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3.1.1 Définitions

Définition 14 Un chemin autoévitant de longueur n dans Zd est une suite de points

(z0, z1, . . . , zn) de Zd telle que si

zi = (zi,1, zi,2, . . . , zi,d)

alors
d∑

k=1

|zi,k − zi+1,k| = 1 ∀i = 0, 1, . . . , n − 1

et

zi 6= zj ∀i, j, i 6= j .

En d’autres termes, un chemin autoévitant dans Zd est un chemin avec des pas

unitaires sur le réseau, qui ne se recoupe pas lui-même. Ici, la distance utilisée est la

distance euclidienne.

Comme on considère généralement ces chemins à translations près, on requiert que

le point de départ des chemins soit l’origine (z0 = (0, 0, . . . , 0)).

Un chemin autoévitant dirigé est un chemin autoévitant dans Z2 qui ne contient pas

de pas vers le bas (sud).

Un polygone autoévitant est un chemin autoévitant revenant à son point de départ

avec le dernier pas.

La figure 3.1 illustre un chemin autoévitant et un chemin autoévitant dirigé.

3.2 Chemins autoévitants dirigés

Les chemins autoévitants dirigés (CAD) ont été introduits comme un cas simple

de chemins autoévitants dans le plan discret dans lequel le mouvement dans l’une des

quatre direction (typiquement, le “bas”) est interdit. Ils ont été étudiés, entre autres,

par Brak, Guttmann et Whittington (Brak, Guttmann et Whittington, 1992) et par
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  (a)                                                                             (b)

Figure 3.1 (a) Chemin autoévitant; (b) chemin autoévitant dirigé (dans Z2).

Williams (Williams, 1996); la série génératrice de ces chemins est connue depuis long-

temps. Williams considère aussi les CAD de largeur bornée (des fonctions génératrices

sont données jusqu’à largeur 9 dans (Williams, 1996)) en utilisant une méthode de

décomposition analogue à celle utilisé par Zeilberger pour énumérer les chemins auto-

évitants dans une bande de hauteur 1, et donne une méthode pour passer récursivement

de la largeur n à la largeur n + 1. Ses résultats comprennent aussi des formules pour le

cas sans bornes sur la largeur, pour longueur et hauteur fixées, et une formule donnant

la hauteur moyenne pour les CAD de longueur n dans la bande de largeur 1. Brak,

Guttmann et Whittington donnent quant à eux une série génératrice tenant compte des

interactions entre sommets voisins.

Le problème d’énumérer les CAD de largeur fixée a une solution très élégante en

termes de matrices de transfert, qui permet en plus une énumération plus fine: plus

de paramètres peuvent être incorporés aux matrices. On considérera les chemins com-

mençant avec un pas vers le haut dans la bande [1, n] (c.-à.-d. [1, n] × R).

On note qu’un tel chemin est complètement caractérisé par les points sur les lignes

horizontales du réseau où le chemin saute à la ligne juste au dessus (voir figure 3.2).

Pour la largeur n − 1, il y a n configurations, données par les positions des points
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 1    2    3    4    5    6    7    8   9  10  11 1    2    3    4    5    6    7    8   9  10  11

Figure 3.2 Chemin autoévitant dirigé de largeur 10 commençant avec un pas vers le haut et

sa décomposition en configurations.

à coordonnées entières dans [1, n], qui correspondent aux endroits d’où le chemin peut

quitter une ligne horizontale pour celle juste au-dessus. Par exemple, la figure 3.2

illustre un CAD de largeur 10 débutant avec un pas vers le haut donné par la suite de

configurations (4, 9, 11, 1, 1, 3, 8, 3, 9, 10, 6). On construit alors une matrice de transfert

Tn = (Tn)i,j en évaluant le poids des transitions pour chaque paire (i, j). Quand on va

de la configuration i à la configuration j, on ajoute d’abord un pas vertical au chemin,

puis |j − i| pas horizontaux; la transition i → j a donc pour poids t|j−i|+1 (la variable

t est choisie pour marquer la longueur). On n’a pas besoin de compter le nombre

de pas verticaux parce qu’il y en aura autant que le nombre de transitions requises

pour construire l’objet final. On peut aussi tenir compte du déplacement horizontal en

ajoutant un facteur xj−i au poids (l’exposant de x sera positif pour les déplacements à

droite et négatif pour les déplacements à gauche). On a donc

(Tn)i,j = xj−it|j−i|+1 . (3.1)

On peut alors calculer la série génératrice des CAD dans la bande de largeur n − 1

commençant avec un pas vers le haut en position i et se terminant en position j (dans

[1, n]), simplement en inversant la matrice (I − yTn) et en prenant l’entrée (i, j):

U↑
n−1,i,j(x, y, t) =

(
(I − yTn)−1

)

i,j
. (3.2)
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On a alors le résultat plus général:

Proposition 3.1 La série génératrice des chemins autoévitants dirigés dans la bande

de largeur n − 1 débutant en position k est donnée par

Un−1(k;x, y, t) =
n∑

i=1

xi−kt|i−k|
n∑

j=1

U↑
n−1,i,j(x, y, t) . (3.3)

Preuve Un CAD dans la bande [1, n] débutant en position k peut quitter la première

ligne horizontale en n’importe laquelle des n positions possibles. S’il quitte cette

ligne en position i, une correction xi−kt|i−k| doit être ajoutée au poids pour la

distance horizontale parcourue entre les positions k et i. Ceci explique la première

somme sur toutes les positions possibles pour i. Après avoir quitté la première

ligne, le CAD est simplement un CAD commençant avec un pas ↑ débutant en

position i et se terminant en une certaine position j. Ces chemins sont énumérés

par U↑
n−1,i,j(x, y, t). Finalement, comme on ne veut pas spécifier la position finale,

on prend la somme sur tous les cas possibles (deuxième somme). �

Des puissances négatives de x peuvent apparâıtre dans le développement en série de

Un−1(k;x, y, t). Un terme de ce développement pourrait être y10t50/x2 (qui correspon-

drait par exemple à l’image miroir du CAD de la figure 3.2), ce qui signifie qu’il y a un

CAD de hauteur 10, de longueur 50 qui se termine en un point deux lignes verticales à

gauche de son point de départ).

Note Pour la largeur n − 1, lorsqu’on veut calculer la série génératrice des chemins

autoévitants dirigés, on doit inverser une matrice n × n. Si on ne considère que la

longueur (spécialisation x = y = 1), on peut trouver les séries génératrices jusqu’à

largeur 20 en quelques secondes seulement; en gardant tous les paramètres, le calcul est

un peu plus long, mais pas beaucoup. Aussi, les séries génératrices seront clairement

rationnelles en toutes les variables, quelle que soit la largeur.

Comme le paramètre hauteur (l’exposant de la variable y) apparâıt dans la série géné-

ratrice, on peut aisément calculer la hauteur moyenne 〈H(n,m)〉 des CAD de longueur
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m dans la bande [1, n] × R simplement en dérivant par rapport à y:

〈H(n,m)〉 =
[tm]( ∂

∂yUn(1, y, t)|y=1)

[tm]Un(1, 1, t)
,

où Un(x, y, t) =
∑n

k=1 Un(k;x, y, t) est la série génératrice des CAD dans [1, n] × R.

Similairement, il y a un opérateur différentiel qui donne la distance carrée totale

entre les points de départ et d’arrivée d’un CAD. La distance carrée totale est la somme

du carré de l’exposant de x et du carré de l’exposant de y dans le poids du chemin

considéré (et donc le carré de la distance euclidienne entre son point de départ et son

point d’arrivée). On considère le poids (la fraction rationnelle) Axhyk (h et k peuvent

être négatifs). Alors

(
∂

∂x
x

∂

∂x
+

∂

∂y
y

∂

∂y

) ∣∣∣
x=y=1

Axhyk = A(h2 + y2) .

On a donc la proposition suivante:

Proposition 3.2 Le rayon carré moyen 〈|ω(m)|2〉n pour les chemins autoévitants di-

rigés ω de largeur au plus n et de longueur m est donné par

〈|ω(m)|2〉n =
[tm]

(
∂
∂xx ∂

∂x + ∂
∂yy ∂

∂y

) ∣∣∣
x=y=1

Un(x, y, t)

[tm]Un(1, 1, t)
. (3.4)

�

On peut aussi trouver le rayon carré moyen et la hauteur moyenne dans le cas où

il n’y a pas de limites sur la largeur des chemins autoévitants dirigés, mais on doit

d’abord obtenir leur série génératrice. Sans perte de généralité, on peut supposer que

ces chemins commencent à l’origine du plan discret. On utilisera la variable y pour

la hauteur (comme ci-dessus), mais deux variables seront maintenant nécessaires pour

la largeur: x pour les déplacements à gauche et z pour les déplacements à droite (on

ne peut plus prendre des puissances positives et négatives d’une seule variable car la

somme
∑

n∈ � xn n’a pas de forme close).
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Proposition 3.3 La série génératrice S(x, z, y) des chemins autoévitants dirigés géné-

raux est donnée par

S(x, z, y) =
1 − xz

1 − x − z − y + xz + xzy
. (3.5)

Preuve Un peu comme la décomposition en configurations plus haut, on peut décom-

poser un CAD général en facteurs simples. Le premier facteur est un segment

de droite horizontal débutant à l’origine et allant à droite ou à gauche. La série

génératrice de ces facteurs est

(
1

1 − x
+

z

1 − z

)
.

Le premier terme de la somme donne tous le segments possibles allant à gauche:

1 + x + x2 + x3 + . . . (on inclut dans cette somme par convention le segment vide

1). Le deuxième terme donne les segments à droite, mais comme on ne veut pas

compter le segment vide deux fois, on commence la somme avec z: z+z2+z3+ . . ..

Tous les autres facteurs des chemins auront la même forme: un pas vertical collé

en bas à l’extrémité libre du facteur précédent et collé en haut à un segment

horizontal allant à gauche ou à droite. Ces facteurs sont énumérés par

y

(
1

1 − x
+

z

1 − z

)
.

La série génératrice des chemins entiers sera alors donnée par

(
1

1 − x
+

z

1 − z

)∑

k≥0

(
y

(
1

1 − x
+

z

1 − z

))k

=

(
1

1 − x
+

z

1 − z

)

1 − y

(
1

1 − x
+

z

1 − z

)

qui se simplifie en l’expression proposée. �

Note L’information sur la longueur des chemins n’est pas perdue: la série génératrice

des CAD généraux selon leur longueur est S(t, t, t) = 1−t2

1−3t+t2+t3 , ou, si on veut garder

les autres paramètres, S(xt, zt, yt).
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On peut trouver la hauteur moyenne exactement comme ci-dessus, et le rayon carré

moyen en appliquant l’opérateur différentiel

D =

(
∂

∂y
y

∂

∂y
+

∂

∂x
x

∂

∂x
+

∂

∂z
z

∂

∂z
− 2

∂2

∂x∂z

) ∣∣∣
x=y=z=1

(3.6)

à S(xt, zt, yt), puisque

DAyhxkzl = A(h2 + k2 + l2 − 2kl) = A(h2 + (k − l)2) .

Proposition 3.4 Le rayon carré moyen 〈|ω(m)|2〉 pour les chemins autoévitants di-

rigés généraux de longueur m est donné par

MSD(m) =
A(m)(1 +

√
2)m + B(m)(1 −

√
2)m + 1

1
2(1 +

√
2)m+1 + 1

2(1 −
√

2)m+1
(3.7)

où

A(m) =
1

16

(
2(1 +

√
2)m2 + 7(2 +

√
2)m − (8 + 5

√
2)
)

B(m) =
1

16

(
2(1 −

√
2)m2 + 7(2 −

√
2)m − (8 − 5

√
2)
)

Preuve On a

MSD(m) =
[tm]DS(xt, zt, yt)

[tm]S(t, t, t)
=

[tm]
t(3 − 7t − t2 + 9t3 − 3t4 − t5 + t6 − t7)

(1 − 3t + t2 + t3)3

[tm]
1 − t2

1 − 3t + t2 + t3

.

L’extraction des coefficients de fonctions rationnelles se fait en décomposant celles-

ci en fractions partielles. On trouve alors la formule proposée. �

Corollaire 3.5 Le rayon carré moyen 〈|ω(m)|2〉 pour les chemins autoévitants dirigés

généraux de longueur m est donné asymptotiquement par

MSD(m) ∼ 1

4
m2 . (3.8)

Preuve Le terme dominant du numérateur de 〈|ω(m)|2〉 est 1
8(1 +

√
2)m2(1 +

√
2)m,

alors que le terme dominant du dénominateur est 1
2(1+

√
2)m+1 (voir équation (3.7)).

On obtient le résultat en prenant le quotient. �
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Note Malgré que les CAD soient effectivement autoévitants, leur propriété “d’autoévi-

tement” est faible. En effet, on peut observer que les chemins autoévitants dirigés sont en

bijection avec les marches aléatoires (bornées ou pas) unidimensionnelles (sur Z) avec des

pas stationnaires permis, simplement en écrasant les pas verticaux (ou, en commençant

d’une marche aléatoire, en ajoutant un pas vertical chaque fois que la marche change

de direction). Les chemins autoévitants dirigés sont donc en quelque sorte plus proches

d’une représentation bidimensionnelle de marches aéatoires unidimensionnelles que de

chemins autoévitants bidimensionnels.

3.3 Chemins autoévitants à mémoire finie

Il est connu que les matrices de transfert sont aussi utiles à l’énumération des che-

mins autoévitants à mémoire finie. La construction standard est la suivante. On prend

l’alphabet A = {N,E, S,W} (correspondant à des pas unitaires dans les directions Nord,

Est, Sud et Ouest); on peut alors représenter les chemins débutant à l’origine du plan

discret par des mots de A∗ (le monöıde libre engendré par A). Un chemin a1a2 . . . an

sera autoévitant avec mémoire M si tous ses sous-chemins a1 . . . aM , a2 . . . aM+1, ...,

an−M+1 . . . an (i.e. tous ses sous-chemins de longueur M) sont autoévitants. Par exemple,

deux unités de mémoire interdisent simplement les retours immédiats du chemin sur

lui-même, alors qu’aucune ou une unité de mémoire donne les marches aléatoires, et

une mémoire ∞ correspond aux chemins autoévitants généraux. La matrice de trans-

fert AM (x, y) pour la mémoire M est indicée par les chemins autoévitants de longueur

M − 1, plus le chemin vide ε. Soient ti = a1a2 . . . aM−1 et tj = b1b2 . . . bM−1 deux

chemins autoévitants arbitraires de longueur M − 1. Le poids ω(i, j) de la transition

ti → tj est donné par

ω(i, j) =





φ(bM−1) si a2a3 . . . aM−1 = b1b2 . . . bM−2

et a1a2 . . . aM−1bM−1 est autoévitant ,

0 autrement ,
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où φ est la fonction φ : A −→ Q(x, y) définie par

N 7−→ y S 7−→ 1/y

E 7−→ x W 7−→ 1/x

qu’on étend à tout le monöıde A∗ en posant φ(c1c2 . . . cn) = φ(c1)φ(c2) . . . φ(cn). Tout

ce que ceci veut dire est qu’il y aura une transition si on peut ajouter la lettre (le pas)

bM−1 au mot (chemin) a1 . . . aM−1 pour former un mot (chemin) de M lettres (pas) qui

ne se recoupe pas lui-même, et que le poids de cette transition dépend de la direction du

dernier pas ajouté. L’état ε est l’état initial, et ne peut pas être atteint après première

étape. Ainsi les transitions ti → ε ont toutes un poids nul. À cause de la façon dont

les configurations s’enchâınent, les chemins engendrés par l’itération de la matrice de

transfert commenceront avec une longueur M −1, alors on doit utiliser ε pour initialiser

les poids des segments initiaux. On définit donc le poids de la transition ε → ti comme

tM−2φ(ti) (avec la convention que φ(ε) = 0). Voici, par exemple, la table de transition

pour 3 unités de mémoire:

↗ ε NN EN WN NE EE SE ES SS WS NW SW WW

ε 0 ty2 txy ty/x txy tx2 tx/y tx/y t/y2 t/xy ty/x t/xy t/x2

NN 0 y 0 0 x 0 0 0 0 0 1/x 0 0

EN 0 y 0 0 x 0 0 0 0 0 1/x 0 0

WN 0 y 0 0 x 0 0 0 0 0 1/x 0 0

NE 0 0 y 0 0 x 0 1/y 0 0 0 0 0

EE 0 0 y 0 0 x 0 1/y 0 0 0 0 0

SE 0 0 y 0 0 x 0 1/y 0 0 0 0 0

ES 0 0 0 0 0 0 x 0 1/y 0 0 1/x 0

SS 0 0 0 0 0 0 x 0 1/y 0 0 1/x 0

WS 0 0 0 0 0 0 x 0 1/y 0 0 1/x 0

NW 0 0 0 y 0 0 0 0 0 1/y 0 0 1/x

SW 0 0 0 y 0 0 0 0 0 1/y 0 0 1/x

WW 0 0 0 y 0 0 0 0 0 1/y 0 0 1/x
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Maintenant que sont définies les matrices de transfert AM (x, y), on peut calculer

les séries génératrices des chemins autoévitants à mémoire finie. Les fonctions obte-

nues seront rationnelles en toutes les variables, mais, lorsque développées en série, des

puissances négatives de x et y pourront apparâıtre, puisque les paires

(exposant de x, exposant de y)

sont les coordonnées des points finaux des chemins.

Proposition 3.6 La série génératrice SM (x, y, t) des chemins autoévitants de mémoire

M est donnée par

SM(x, y, t) =
dM∑

j=2

(
(I − tAM (x, y))−1)

1,j
(3.9)

où dM est le nombre de configurations pour la mémoire M (un plus le nombre de chemins

autoévitants de longueur M − 1).

Preuve L’état initial est ε (indicé par 1), et toutes les configurations autres que ε

peuvent être finales, alors on prend la somme sur celles-ci. �

Les variables x et y introduites dans les poids des transitions donnent les coordonnées

des points finaux des chemins, et on peut utiliser cette propriété pour obtenir le rayon

carré moyen des chemins, comme dans le cas des chemins autoévitants dirigés. Le même

opérateur différentiel (
∂

∂x
x

∂

∂x
+

∂

∂y
y

∂

∂y

) ∣∣∣
x=y=1

s’applique, et on obtient le résultat suivant:

Proposition 3.7 Le rayon carré moyen 〈|ωM (m)|2〉 des chemins autoévitants ωM de

mémoire finie M et de longueur m est donné par

〈|ωM (m)|2〉 =
[tm]

(
∂
∂xx ∂

∂x + ∂
∂yy ∂

∂y

) ∣∣∣
x=y=1

SM(x, y, t)

[tm]SM (1, 1, t)
. (3.10)

�
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Pour la mémoire 4, on obtient les séries génératrices suivantes pour les chemins et

leur distance de l’origine carrée totale:

S4(1, 1, t) = 4t3
3t2 + 7t + 9

1 − 2t − 2t2 − t3
(3.11)

et

(
∂

∂x
x

∂

∂x
+

∂

∂y
y

∂

∂y

) ∣∣∣
x=y=1

S4(x, y, t) = 4t3
A(t)

(1 + t)(1 − t − t2)(1 − t + t2)(1 − 2t − 2t2 − t3)2

(3.12)

où

A(t) = 8t10 + 41t9 + 93t8 + 98t7 + 34t6 + 13t5 + 63t4 + 36t3 − 78t2 − 29t + 41 .

À partir de ces fractions rationnelles, on peut obtenir le comportement asymptotique

de 〈|ωM (m)|2〉:
〈|ωM (m)|2〉 ∼ (2.75831855555...)m. (3.13)

Ceci découle de la théorie pour l’asymptotique des fonctions rationnelles, en ne

considérant que les termes dominants (voir la proposition 1.5).

Note La méthode présentée ici est moins efficace que celle de Noonan, mais elle a

l’avantage de permettre le calcul du rayon carré moyen des chemins. Même en posant

x = y = 1, les matrices de transfert deviennent rapidement très difficiles à inverser,

puisque leur taille augmente de façon exponentielle. Une approche alternative, heu-

ristique, consiste à itérer la matrice de sorte à obtenir les premiers termes de la série

génératrice. Comme la matrice est relativement vide (seules trois entrées par ligne, au

plus, peuvent être non-nulles), il vaut mieux en fait la présenter comme un automate,

qui s’itère alors plus facilement (les états de l’automate sont les configurations et les

transitions sont données par les entrées non-nulles de la matrice). Comme d’après la

théorie des matrices de transfert on s’attend à obtenir une série rationnelle, on peut

tenter de reconstruire celle-ci à partir des premiers termes de son développement (en

résolvant un système d’équations linéaires ou simplement en utilisant la librairie gfun de

Maple). Ceci ne constitue pas une preuve que la fonction rationnelle ainsi obtenue est
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bien celle que l’on cherche, quoique si on pouvait borner le degré des séries en fonction de

la mémoire, on pourrait faire une recherche exhaustive et trouver l’unique fonction ra-

tionnelle dont le dénominateur a un degré inférieur à la borne, et dont le développement

est celui donné. Toutefois, une fois conjecturée une série rationnelle, on peut itérer da-

vantage l’automate pour trouver plus de termes et les comparer avec le développement

de la série candidate. Il y a aussi moyen d’inclure de façon simple et efficace dans

l’automate l’information sur les coordonnées des points finaux, ce qui fait qu’on peut

aussi tenter de reconstruire la série génératrice de la distance à l’origine carrée totale

des chemins. Cette technique nous a permis de conjecturer les séries génératrices pour

le nombre de chemins jusqu’à mémoire 8, et les séries génératrices pour le rayon carré

total jusqu’à mémoire 6.



CHAPITRE IV

POLYOMINOS GÉNÉRAUX À HAUTEUR BORNÉE

4.1 Introduction

Un problème relié à l’énumération des chemins autoévitants est celui de l’énumération

des polyominos généraux dans le réseau carré (aussi un problème ouvert depuis long-

temps). Cependant, comme pour les chemins autoévitants, des classes restreintes de

polyominos peuvent être étudiées. Les polyominos des sous-classes considérées ont ha-

bituellement des propriétés de convexité (certains types de “trous” sont interdits), de

direction (la “croissance” des polyominos dans certaines directions est interdite), ou

sont bornés dans certains de leurs paramètres (largeur, hauteur, etc). La méthode des

matrices de transfert s’applique à l’énumération des polyominos de hauteur bornée.

R. C. Read, dans son étude des problèmes de la croissance des cellules (cell growth

problem, (Read, 1962)), a étudié ces polyominos jusqu’à hauteur 5 selon l’aire et la

largeur, mais (comme il faisait ses calculs à la main) n’a obtenu des séries génératrices

selon l’aire et la largeur explicitement que jusqu’à hauteur 2.

La méthode présentée ici est essentiellement la même que celle de Read, mais est

reformulée de sorte à tenir compte du périmètre en plus de l’aire et de la largeur.

Des séries génératrices selon ces paramètres sont obtenues jusqu’à hauteur 4, mais la

méthode s’applique à n’importe quelle hauteur: seules les capacités de calcul des or-

dinateurs limitent le processus. Des résultats sur le comportement asymptotique des

séries sont aussi présentés.
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Figure 4.1 Polyomino général dans le réseau carré.

Définition 15 Un polyomino (général) dans le réseau carré est une collection de cel-

lules [i, i + 1] × [j, j + 1], i, j ∈ Z, connexe par les côtés (i.e. n’importe quelles deux

cellules peuvent être connectées par un chemin de cellules dont chaque cellule touche

la suivante par un côté). Un polyomino est convexe selon les colonnes (resp. selon les

lignes) si son intersection avec n’importe quelle bande [i, i+1]×R (resp. R×[i, i+1]) est

connexe (ou vide). On dit qu’un polyomino est convexe s’il est à la fois convexe selon

les lignes et selon les colonnes. Les polyominos généraux peuvent contenir des trous,

mais on peut demander qu’ils soient simplement connexes; leur bord est alors un poly-

gone autoévitant. Comme les chemins autoévitants, les polyominos sont habituellement

considérés à translations près dans le plan discret.

Définition 16 Le périmètre d’un polyomino est le nombre de côtés de ses cellules qui

ne sont pas communs à deux cellules.

L’énumération des polyominos à hauteur bornée se fait par matrices de transfert.

Pour une hauteur donnée, les configurations sont l’ensemble des colonnes pouvant ap-

parâıtre dans un polyomino d’au plus cette hauteur, et les transitions i → j corres-

pondent à coller une colonne de type j directement à droite d’une colonne de type i. Le

poids d’une telle transition est nul si coller une colonne j à la suite d’une colonne i ne

produit pas un objet admissible (ce qu’on entend par “admissible” sera défini plus bas),

et sera autrement le gain en aire et en périmètre de l’objet se construisant. Pour les
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hauteurs 1 et 2, les types de colonnes possibles sont toujours connexes et l’énumération

se fait très simplement. Cependant, à partir de la hauteur 3, on doit tenir en ligne de

compte que l’objet puisse débuter déconnecté et ne se connecte que quelques colonnes

(quelques étapes) plus loin lors de la construction; l’information quant à la connexion

éventuelle devra donc être encodée d’une certaine façon dans les configurations.

4.1.1 Hauteur 1

Ce cas est trivial et ne nécessite pas l’usage de matrices de transfert, puisque les

seuls polyominos de hauteur 1 sont les lignes , dont on peut calculer la fonction

génératrice directement:

P1(x, t, q) =
xt4q

1 − xt2q
, (4.1)

où les variables x, t et q dénotent respectivement la largeur, le périmètre et l’aire des

polyominos.

Néanmoins, on calcule quand même leur série génératrice avec des matrices de trans-

fert, à titre d’exemple et pour illustrer ce qui se passera pour les hauteurs plus grandes.

Il y a une seule colonne possible de hauteur 1: une cellule simple. Il est toutefois

nécessaire d’introduire une configuration supplémentaire, qu’on appellera la colonne

vide, pour initialiser le périmètre. On doit introduire ce nouvel état parce que contrai-

rement à l’aire ou la largeur d’un polyomino qui sont simplement la somme des aires ou

des largeurs de ses colonnes constituantes, le périmètre d’un polyomino n’est pas égal à

la somme des périmètres de ses colonnes. Le périmètre sera calculé de cette façon: on

utilise la colonne vide pour initialiser le périmètre à t4 (4 est le périmètre de la première

cellule, nécessairement). Ensuite, dans les poids des transitions, on n’aura qu’à tenir à

jour le périmètre: chaque nouvelle cellule collée ajoute deux unités au périmètre. Par

ailleurs, comme la largeur est le nombre de colonnes de l’objet, c.-à.-d. le nombre de

configurations nécessaires à l’obtention de l’objet final, on n’a pas à en tenir compte

dans le poids. La table de transition et la matrice de transfert T1(t, q) pour la hauteur
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1 sont

↗

0 t4q

0 t2q

T1(t, q) =




0 t4q

0 t2q


 (4.2)

Les objets que l’on dénombre sont ceux commençant par la colonne vide et se ter-

minant par une cellule, alors la série génératrice que l’on cherche est l’entrée (1, 2) de

(I − xT1(t, q))
−1 =




1 xt4q
1−xt2q

0 1
1−xt2q




On obtient, comme prévu, la même série génératrice que ci-dessus.

4.1.2 Hauteur 2

Les choses en hauteur 2 se comportent à peu près comme en hauteur 1: il y aura une

colonne vide et trois colonnes non-triviales. Les poids des transitions de la colonne vide

aux trois autres seront les périmètres et aires des polyominos-colonnes correspondants.

La table de transition et la matrice de transfert T2(t, q) sont donnés par

↗

0 t6q2 t4q t4q

0 t2q2 t2q t2q

0 t4q2 t2q 0

0 t4q2 0 t2q

T2(t, q) =




0 t6q2 t4q t4q

0 t2q2 t2q t2q

0 t4q2 t2q 0

0 t4q2 0 t2q




(4.3)

Les objets qu’on cherche à dénombrer sont ceux débutant par la colonne vide et se

terminant par n’importe laquelle des colonnes non-triviales; ceci correspond aux entrées

(1, 2), (1, 3) et (1, 4) de la matrice (I − xT2(t, q))
−1. On a donc
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Proposition 4.1 La série génératrice P≤2(x, t, q) des polyominos généraux d’au plus

deux unités de hauteur est donnée par

P≤2(x, t, q) =
xt4q(t2q − 2xt2q2 + 3xt4q2 + 2)

1 − xt2q − xt2q2 + x2t4q3 − 2x2t6q3
. (4.4)

�

Corollaire 4.2 La série génératrice P2(x, t, q) des polyominos généraux d’exactement

deux unités de hauteur est

P2(x, t, q) =
xt6q2(2xt2q + x2t4q2 + 1)

(1 − xt2q − xt2q2 + x2t4q3 − 2x2t6q3)(1 − xt2q)
. (4.5)

Preuve Les polyominos de hauteur au plus 2 qui n’atteignent pas la hauteur 2 sont

ceux de hauteur 1. Aussi, chaque polyomino de hauteur 1 est compté deux fois

puisqu’il peut être dans n’importe laquelle des deux lignes admissibles. Alors on

obtient P2(x, t, q) de P≤2(x, t, q) en lui soustrayant deux fois P1(x, t, q). �

Corollaire 4.3 La fonction génératrice selon l’aire des polyominos d’au plus deux

unités de hauteur est donnée par

P≤2(1, 1, q) =
q(q2 + q + 2)

1 − q − q2 − q3
. (4.6)

�

Note Cette formule a été trouvée par R. C. Read dans (Read, 1962), avec le paramètre

additionnel de largeur. La formule (4.5) a été retrouvée par J. Labelle (Labelle, 1998)

en utilisant la méthode de décomposition de Zeilberger.

4.1.3 Hauteur 3

Les choses se compliquent à partir de la hauteur 3 parce que les cellules d’une même

colonne du polyomino ne sont plus nécessairement connectées entre elles. On évite ce

problème en introduisant un nouveau type de cellules qu’on appellera cellules déconnec-

tées (on les représente graphiquement comme des cellules grises; Read utilisait les lettres
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U et V pour les distinguer). Les configurations contenant des cellules déconnectées se-

ront appelées transitoires, puisqu’elles ne peuvent pas être des configurations terminales.

L’objet à construire peut se terminer par une colonne non-connexe, mais cette colonne

devra être admissible comme configuration terminale (contenant seulement des cellules

noires), c’est-à-dire que les cellules de cette colonne seront connectées entre elles par

un chemin dans la partie de l’objet à leur gauche. Le processus de construction, tel

qu’il sera donné par la table de transition ci-dessous, permettra de construire tous les

polyominos de hauteur au plus 3, sans ambigüıté, i.e. étant donné un tel polyomino,

il y aura une unique façon de le colorer en noir et gris de sorte à ce que chacune de

ses colonnes soit une configuration et qu’on puisse passer d’une colonne à l’autre vers

la droite par une transition admissible. On donne d’abord la table des configurations

possibles. La numérotation des colonnes (en indice) correspondra à la numérotation des

entrées de la matrice de transfert.

Type de configuration Configurations

Vide
(1)

Connexe
(2) (3) (4) (5) (6) (7)

Non-connexe
(8)

Transitoire
(9) (10)

Comme plus haut, la colonne vide est la configuration initiale; elle n’ajoute rien au

périmètre à l’aire ou au nombre de colonnes, mais on en a besoin pour initialiser le

périmètre. La colonne vide déterminera aussi quelles sont les “vraies” configurations

initiales. Toutes les configurations connexes peuvent débuter la construction de l’objet,

mais la configurations non-connexe ne peut pas. Les objets qui débutent déconnectés

commenceront par une configuration transitoire, mais pour éviter de surcompter on

doit choisir l’une des deux. Par convention (la convention demeurera la même pour

la hauteur 4), on choisit celle dont la cellule la plus basse est noire (dans ce cas-ci, la

configuration # 9). Les configurations finales sont les configurations connexes et non-
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connexes (ici, les configurations # 2–8). On illustre ici la construction d’un polyomino

de hauteur 3:

Ceci donne l’objet final

La table de transition pour la hauteur trois est

↗

0 t4q t4q t4q t6q2 t6q2 t8q3 0 t8q2 0

0 t2q 0 0 t4q2 0 t6q3 0 t6q2 0

0 0 t2q 0 t4q2 t4q2 t6q3 0 0 0

0 0 0 t2q 0 t4q2 t6q3 0 0 t6q2

0 t2q t2q 0 t2q2 t4q2 t4q3 0 t6q2 0

0 0 t2q t2q t4q2 t2q2 t4q3 0 0 t6q2

0 t2q t2q t2q t2q2 t2q2 t2q3 t4q2 0 0

0 t2q 0 t2q t4q2 t4q2 t4q3 t4q2 0 0

0 0 0 0 0 0 t4q3 0 t4q2 0

0 0 0 0 0 0 t4q3 0 0 t4q2

(4.7)

L’intérieur de la table est la matrice de transfert T3(t, q).
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On conclut cette section en donnant les fonctions génératrices des polyominos de

hauteur au plus 3 et de hauteur exactement 3. On trouve la première en inversant la

matrice (I − xT3(t, q)) et en prenant la somme des entrées (1, j) pour j ∈ {2, 3, . . . , 8}.
Les fonctions génératrices seront rationnelles en x, t, et q, mais sont données ici seule-

ment en q et en t séparément (elles sont très grosses).

Proposition 4.4 La fonction génératrice selon l’aire P≤3(1, 1, q) et la fonction géné-

ratrice selon le périmètre P≤3(1, t, 1) pour les polyominos généraux de hauteur au plus

3 sont données par

P≤3(1, 1, q) =
q(3 − q − 7q2 + 2q3 + 5q4 + q5 − q6 − 3q7 − 5q8 − 2q9 + 2q10)

1 − 2q − 3q2 + 4q3 + 3q4 − q5 − 2q6 − 2q7 + q8 + 4q9 + 2q10 − q11
(4.8)

et

P≤3(1, t, 1) =
t4(3 − 7t2 + 3t4 + 7t6 − 4t8 + 3t10 − 29t12 + 34t14 + 4t16 − 34t18 + 14t20)

1 − 4t2 + 3t4 + 2t6 − 5t8 + 5t10 − 6t12 + 15t14 − 13t16 − 6t18 + 18t20 − 6t22
.

(4.9)

�

Corollaire 4.5 La fonction génératrice selon l’aire P3(1, 1, q) la fonction génératrice

selon le périmètre P3(1, t, 1) pour les polyominos généraux de hauteur exactement 3 sont

données par

P3(1, 1, q) =
(1 + q)(1 + 2q − 5q2 − 3q3 + 7q4 − 2q5 − q6 + 2q7 − 3q8 − q9 + q10)

(1 − q)(1 − q − q2 − q3)(1 − 3q + 4q3 − q4 − 2q6 + q8 + 3q9 − q10)
(4.10)

et

P3(1, t, 1) =
t8(1 + 4t2 − 12t4 − 4t6 + 36t8 − 36t10 − 5t12 + 32t14 − 18t16 − 4t18 + 4t20)(1 + t2)2

R3(t)(1 − 4t2 + 3t4 + 2t6 − 5t8 + 5t10 − 6t12 + 15t14 − 13t16 − 6t18 + 18t20 − 6t22)
.

(4.11)

où R3(t) = (1 + t)(1 − t)(1 − 2t2)(1 + t4).

Preuve On obtient ces fonctions en soustrayant de P≤3(x, t, q) deux fois P2(x, t, q)

(pour les polyominos de hauteur 2, qu’on peut mettre en deux positions possibles)

et trois fois P1(x, t, q) (pour les polyominos de hauteur 1), puis en spécialisant les

variables de façon appropriée. �
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Corollaire 4.6 Les nombres p
(q)
3 (n) et p

(t)
3 (n) de polyominos de hauteur exactement

3 qui ont respectivement aire n et périmètre n sont donnés asymptotiquement par

p
(q)
3 (n) ∼ .88902426505...(2.39723972830...)n (4.12)

p
(t)
3 (n) ∼ .23349739747...(1.69011186676...)n . (4.13)

Preuve Ceci découle de la théorie générale des fonctions rationnelles, en utilisant

l’ordinateur pour obtenir une décomposition des fonctions en fractions partielles

et en prenant les termes dominants. �

4.1.4 Hauteur 4

Les choses en hauteur 4 se comportent comme en hauteur 3; il y a plus de configu-

rations possibles, mais on n’a toujours besoin que de deux types de cellules (connectées

(en noir) et déconnectées (en gris)) pour représenter la connexité ou non-connexité de

l’objet en cours de contruction. On donne d’abord la table des configurations.

Type de configuration Configurations

Vide
(1)

Connexe
(2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11)

Non-connexe
(12) (13) (14) (15) (16)

Transitoire
(17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (26)

Comme plus haut, la configuration initiale est la colonne vide, mais les “vraies”

configurations initiales sont les configurations connexes (# 2–11) et la première configu-

ration de chaque paire de configurations transitoires (# 19,21,23,25). Les configurations

finales sont celles qui sont non-vide et non-transitoires (# 2–16). La table de transition

est donnée en Annexe A.
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La fonction génératrice en x, t et q pour exactement 4 unités de hauteur a été

calculée, mais remplit plus d’une page. On donne ici les spécialisations x = t = 1 et

x = q = 1.

Proposition 4.7 La fonction génératrice selon l’aire P4(1, 1, q) et la fonction généra-

trice selon le périmètre P4(1, t, 1) pour les polyominos de hauteur exactement 4 sont

données par

P4(1, 1, q) =
q4 N(q)

D1(q)D2(q)D3(q)
(4.14)

et

P4(1, t, 1) =
t10 n(t)

d1(t) d2(t) d3(t)
(4.15)

où

N(q) = q
35 + 2q

34 + 2q
33 − q

32 − 11q
31 − 16q

30 − 18q
29 − 25q

28 + 52q
27 + 55q

26 − 170q
25 − 258q

24

−21q
23 + 286q

22 + 261q
21 − 214q

20 − 527q
19 − 282q

18 + 129q
17 + 532q

16 + 511q
15 − 38q

14

−422q
13 − 427q

12 − 72q
11 + 185q

10 + 128q
9 + 124q

8 + 61q
7 − 100q

6 − 97q
5 + 14q

4 + 38q
3

+4q
2 − 5q − 1

D1(q) = q
26 + 5q

24 − 14q
23 − 15q

22 − 4q
21 + 18q

20 + 7q
19 − q

18 − 50q
17 − 30q

16 − 7q
15 + 41q

14 + 47q
13

+23q
12 − 35q

11 − 34q
10 − 29q

9 + 10q
8 + 17q

7 + 10q
6 + 5q

5 − 13q
4 − 4q

3 + 2q
2 + 3q − 1

D2(q) = q
10 − 3q

9 − q
8 + 2q

6 + q
4 − 4q

3 + 3q − 1

D3(q) = q
3 + q

2 + q − 1

n(t) = 576t
74 − 736t

72 − 3712t
70 + 10080t

68 − 1572t
66 − 31954t

64 + 55420t
62 − 4046t

60 − 118753t
58

+166154t
56 + 2905t

54 − 256139t
52 + 259633t

50 + 40606t
48 − 296412t

46 + 236939t
44 + 30249t

42

−222801t
40 + 175788t

38 + 16729t
36 − 135360t

34 + 95763t
32 + 8204t

30 − 61644t
28 + 41700t

26

+1915t
24 − 23037t

22 + 14380t
20 + 2276t

18 − 7420t
16 + 2372t

14 + 1709t
12 − 1104t

10 − 182t
8

+200t
6 + 8t

4 − 13t
2 − 1

d1(t) = 192t
54 − 992t

52 + 2480t
50 − 3408t

48 + 972t
46 + 4170t

44 − 6265t
42 + 2968t

40 + 1335t
38

−2648t
36 + 739t

34 + 1544t
32 − 1806t

30 + 536t
28 + 494t

26 − 518t
24 + 52t

22 + 127t
20 − 42t

18

−88t
16 + 117t

14 − 69t
12 − 4t

10 + 31t
8 − 10t

6 − 8t
4 + 6t

2 − 1

d2(t) = 6t
22 − 18t

20 + 6t
18 + 13t

16 − 15t
14 + 6t

12 − 5t
10 + 5t

8 − 2t
6 − 3t

4 + 4t
2 − 1

d3(t) = 2t
6 − t

4 + 2t
2 − 1

�
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Corollaire 4.8 Les nombres p
(q)
4 (n) et p

(t)
4 (n) de polyominos de hauteur exactement

4 qui ont aire n et périmètre n respectivement sont donnés asymptotiquement par

p
(q)
4 (n) ∼ .83190182491...(2.76672401650...)n (4.16)

p
(t)
4 (n) ∼ .13708964707...(1.87988274514...)n . (4.17)

�

4.1.5 Hauteurs > 4

À partir de la hauteur 5, trois types de cellules seront nécessaires, et un nouveau

type de cellules devra être ajouté chaque fois qu’on ajoutera 4 unités à la hauteur par

la suite, i.e. le nombre type(n) de types de cellules nécessaires pour la hauteur n est

type(n) =






2 si n = 3 or 4 ,
⌊
n − 1

4

⌋
+ 1 autrement .

La figure 4.2 illustre pourquoi un troisième type de cellules est requis à la hauteur 5.

On commence avec une colonne ayant une cellule connectée en bas (même convention

que plus haut) et une partie déconnectée de trois cellules (en gris). Les trois cellules

grises se touchent, et on pourrait vouloir dans la colonne suivante ne conserver que

la première et la troisième (ceci peut se produire dans un polyomino). Mais on doit

trouver un moyen de conserver l’information que ces deux nouvelles cellules dans la

deuxième colonne sont connectées entre elles par un chemin à leur gauche, et donc

n’ont pas à être connectées entre elles plus loin à droite dans l’objet. On retient cette

information en introduisant un troisième type de cellules (représentées avec des lignes

horizontales), qu’on appelle sous-connectées (i.e. connectées par un chemin dans une

partie non connectée (grise) à l’objet principal (en noir)). À partir de la hauteur 9, on

devra introduire un quatrième type de cellules parce qu’on pourra avoir deux parties

grises de trois cases dont les cellules peuvent se déconnecter indépendamment dans les

étapes suivantes (voir la figure 4.2). À la hauteur 13, on pourra avoir trois parties grises

de trois cellules, ce qui nécessitera encore un nouveau type de cellules, et ainsi de suite.
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Figure 4.2 Un troisième type de cellules doit être introduit à la hauteur 5, et un quatrième à

la hauteur 9.

Note Comme les entrées des matrices de transfert sont des monômes en deux variables,

et que le nombre de configurations augmente très rapidement avec la hauteur, il devient

vite très difficile d’inverser les matrices (I −xTn(t, q)), même avec un ordinateur rapide.

On peut spécialiser certaines des variables, mais le gain en vitesse n’est pas significatif.

Aussi, les matrices ont été construites à la main jusqu’à hauteur 4, une méthode qui est

non seulement inefficace mais propice à l’erreur. Ainsi, une technique pour automatiser

la construction des tables de transition serait nécessaire, même si on voit que la méthode

présentée s’applique à toutes les hauteurs.

Note En restreignant les transitions un peu plus, on peut énumérer les polyominos

simplement connexes, i.e. n’ayant aucun trou. Les configurations et les matrices de

transfert sont essentiellement les mêmes, mais certaines entrées des matrices (transi-

tions) doivent être annulées (interdites). Ceci est intéressant parce que le bord d’un po-

lyomino simplement connexe est un polygone autoévitant, et on pourrait donc énumérer

ceux-ci selon leur longueur (qui est le périmètre du polyomino correspondant).



CONCLUSION

Le probléme de l’énumération des chemins autoévitants et des polyominos demeure

un problème ouvert, et ce plus de 50 ans après sa formulation en physique statistique.

Aussi des solutions partielles ont été recherchées dans l’espoir d’approximer la solution

générale. Des résultats ont été obtenus avec des approches probabilistes et computa-

tionnelles, mais aussi avec des techniques exactes sur des classes restreintes d’objets.

Ce mémoire s’inscrit dans cette dernière lignée.

Deux sous-classes de chemins autoévitants et une sous-classe de polyominos ont

ainsi été étudiées ici, à savoir les chemins autoévitants dirigés, les chemins autoévitants

à mémoire finie et les polyominos à hauteur bornée. Les deux premières classes de

structures combinatoires ont déjà fait l’objet de recherches et sont bien connues en ce

qui a trait au nombre de chemins, mais sont peu connues en termes de leur rayon carré

moyen (la distance carrée moyenne entre les points de départ et d’arrivée), qui est une

mesure de la dispersion du chemin et qui est nécessaire aux interprétations physiques.

La classe de polyominos a aussi fait l’objet de recherches, mais seul le paramètre d’aire

était considéré.

Un autre problème qui rejoint la combinatoire plus classique consiste à pouvoir

énumérer les polyominos à symétries près, ou autrement dit énumérer les polyominos

comme s’ils étaient libres dans l’espace. L’une des questions ouvertes, entre autres, est

de savoir si tous les polyominos sont asymétriques asymptotiquement. En combinatoire,

la théorie de Pólya et la théorie des espèces ont été développées principalement pour

l’énumération d’objets en tenant compte de leurs symétries internes et s’appliquent

au polyominos. Toutefois, l’énumération des polyominos “fixés” étant elle-même un

problème ouvert, et donc a fortiori celle des polyominos à symétries près, on doit ici

encore se concentrer sur des sous-classes. La sous-classe considérée ici est celle des
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polyominos parallélogrammes.

Diverses méthodes classiques de combinatoire sont utilisées telles quelles, alors que

d’autres ont dû être adaptées. Ainsi une méthode permettant d’énumérer les chemins

autoévitants, qu’ils soient dirigés ou à mémoire finie, avec leur rayon carré moyen a

été dérivée de la méthode bien établie des matrices de transfert. Cette même méthode

des matrices de transfert peut aussi être utilisée pour l’énumération de polyominos de

hauteur bornée en tenant compte de davantage de paramètres. De plus, une revue de

théorèmes généraux sur les matrices positives permet de dégager des conclusions sur le

comportement asymptotique des structures énumérées par matrices de transfert.

Les techniques exigées pour l’énumération des polyominos parallélogrammes à symé-

tries près sont les techniques générales d’énumération à symétries près: théorie de Pólya,

théorie des espèces de structures, inversion de Möbius. Ces techniques permettent

effectivement d’énumérer les polyominos parallélogrammes à symétries près et de vérifier

qu’ils sont bien tous asymétriques asymptotiquement.

Quoique certains des résultats obtenus ici soient intéressants, ils n’en demeurent

qu’approximatifs. Les rayons carrés moyens trouvés pour les chemins autoévitants di-

rigés et les chemins autoévitants à mémoire finie sont respectivement quadratiques et

linéaires en la longueur des chemins, mais dans le cas général, la forme asymptotique

pour le rayon carré moyen n’est que conjecturée, et l’exposant estimé expérimentalement

être environ 1.16. Il faudrait donc trouver des sous-classes plus vastes que celles

considérées dans l’espoir de déterminer de meilleures bornes.

De façon semblable, la constante de croissance selon l’aire obtenue pour les polyomi-

nos de hauteur bornée donne l’approximation 2.77 (pour hauteur 4) pour la constante

de croissance des polyominos généraux, qui est estimée être environ 4.06. Il faut tou-

tefois noter que les meilleures bornes sur la constante de croissance α des polyominos

donnent 3.791 ≤ α ≤ 4.649551, et que donc même le premier chiffre de cette constante

est inconnu.
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Un pas important dans la direction d’une solution générale serait de prouver la

validité des formes asymptotiques conjecturées. De meilleures bornes pourraient aussi

être trouvées en construisant des sous-classes plus grandes de chemins autoévitants et

de polyominos. Beaucoup de travaux de par le monde se poursuivent présentement dans

cette direction, et la course à la meilleure borne est toujours ouverte.
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RÉSULTATS NUMÉRIQUES POUR L’ÉNUMÉRATION DE

POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES

Demi-périmètre |Fix(1)| |Fix(r2)| |Fix(d1)| |Fix(d2)| # Orbites |Fix( ( 2)| Asym

2 1 1 1 1 1 1 0

3 2 2 0 0 1 0 0

4 5 3 1 3 3 1 0

5 14 6 0 0 5 0 8

6 42 10 2 10 16 2 24

7 132 20 0 0 38 0 112

8 429 35 5 35 126 3 360

9 1430 70 0 0 375 0 1360

10 4862 126 14 126 1282 6 4608

11 16796 252 0 0 4262 0 16544

12 58786 462 42 462 14938 10 57840

13 208012 924 0 0 52234 0 207088

14 742900 1716 132 1716 186616 20 739376

15 2674440 3432 0 0 669468 0 2671008

16 9694845 6435 429 6435 2427036 35 9681616

17 35357670 12870 0 0 8842635 0 35344800

18 129644790 24310 1430 24310 32423710 70 129594880

19 477638700 48620 0 0 119421830 0 477590080

20 1767263190 92378 4862 92378 441863202 126 1767073824

Tableau A.1 Polyominos parallélogrammes énumérés selon leurs symétries et leur demi-

périmètre.
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Aire |Fix(1)| |Fix(r2)| |Fix(d1)| |Fix(d2)| # Orbites |Fix( ( 2)| Asym

1 1 1 1 1 1 1 0

2 2 2 0 0 1 0 0

3 4 2 0 2 2 0 0

4 9 5 1 1 4 1 4

5 20 4 0 4 7 0 12

6 46 12 0 2 15 0 32

7 105 9 1 9 31 1 88

8 242 28 0 6 69 0 208

9 557 21 1 21 150 1 516

10 1285 65 1 13 341 1 1208

11 2964 48 0 48 765 0 2868

12 6842 152 2 32 1757 0 6656

13 15793 111 1 111 4004 1 15572

14 36463 351 1 73 9222 1 36040

15 84187 257 3 257 21176 1 83672

16 194388 814 2 172 48844 2 193404

17 448847 593 3 593 112509 1 447660

18 1036426 1882 4 396 259677 0 1034144

19 2393208 1370 4 1370 598988 2 2390468

20 5526198 4352 6 920 1382869 2 5520924

21 12760671 3165 7 3165 3191752 1 12754336

22 29466050 10054 8 2124 7369559 2 29453868

23 68041019 7309 11 7309 17013912 3 68026396

Tableau A.2 Polyominos parallélogrammes énumérés selon leurs symétries et leur aire.
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TABLE DE TRANSITIONS POUR LES POLYOMINOS DE

HAUTEUR 4

↗

0 qt4 qt4 qt4 qt4 q2t6 q2t6 q2t6 q3t8 q3t8 q4t10 0 0 0 0 0 q2t8 0 q3t10 0 q2t8 0 q3t10 0 q2t8 0

0 qt2 0 0 0 q2t4 0 0 q3t6 0 q4t8 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t8 0 0 0 q3t8 0 q2t6 0

0 0 qt2 0 0 q2t4 q2t4 0 q3t6 q3t6 q4t8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t8 0 0 0

0 0 0 qt2 0 0 q2t4 q2t4 q3t6 q3t6 q4t8 0 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 qt2 0 0 q2t4 0 q3t6 q4t8 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t8 0 q2t6 0 q3t8 0 q2t6

0 qt2 qt2 0 0 q2t2 q2t4 0 q3t4 q3t6 q4t6 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t8 0 q2t6 0 q3t6 0 q2t6 0

0 0 qt2 qt2 0 q2t4 q2t2 q2t4 q3t4 q3t4 q4t6 0 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t8 q2t6 0 q3t8 0 0 0

0 0 0 qt2 qt2 0 q2t4 q2t2 q3t6 q3t4 q4t6 0 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t6 0 q2t6 0 q3t8 0 q2t6

0 qt2 qt2 qt2 0 q2t2 q2t2 q2t4 q3t2 q3t4 q4t4 q2t4 q3t6 0 0 0 0 0 0 0 q2t6 0 q3t6 0 q2t6 0

0 0 qt2 qt2 qt2 q2t4 q2t2 q2t2 q3t4 q3t2 q4t4 0 0 q2t4 q3t6 0 0 q2t6 0 q3t6 0 0 0 0 0 q2t6

0 qt2 qt2 qt2 qt2 q2t2 q2t2 q2t2 q3t2 q3t2 q4t2 q2t4 q3t4 q2t4 q3t4 q2t4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 qt2 0 qt2 0 q2t4 q2t4 q2t4 q3t4 q3t6 q4t6 q2t4 q3t6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t8 0 q2t6 0

0 qt2 0 qt2 qt2 q2t4 q2t4 q2t2 q3t4 q3t4 q4t4 q2t4 q3t4 0 q3t6 q2t4 0 0 0 0 0 q2t6 0 0 0 0

0 0 qt2 0 qt2 q2t4 q2t4 q2t4 q3t6 q3t4 q4t6 0 0 q2t4 q3t6 0 0 0 0 q3t8 0 0 0 0 0 q2t6

0 qt2 qt2 0 qt2 q2t2 q2t4 q2t4 q3t4 q3t4 q4t4 0 q3t6 q2t4 q3t4 q2t4 q2t6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 qt2 0 0 qt2 q2t4 0 q2t4 q3t6 q3t6 q4t6 0 q3t6 0 q3t6 q2t4 q2t6 0 0 0 0 q2t6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 0 q4t6 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 0 q4t6 0 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 0 q4t4 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t4 0 0 0 q3t6 0 q2t4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 0 q4t4 0 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t4 0 0 0 q3t6 0 q2t4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 q4t6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 q4t6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q2t4 0 q3t6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 q4t4 0 0 0 0 0 0 0 q3t6 0 q2t4 0 q3t4 0 q2t4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t4 q4t4 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t6 0 q2t4 0 q3t4 0 q2t4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q4t6 0 0 0 0 0 0 0 q3t6 0 0 0 q3t6 0 q2t4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q4t6 0 0 0 0 0 0 0 0 q3t6 0 0 0 q3t6 0 q2t4
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