JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 98, 97-121 (1991)

Opérateurs uniformément sous-elliptiques
sur les groupes de Lie

L. SALOFF-COSTE*

C.N.RS., U.A. 213, “Analyse complexe et Géométrie,”
Université de Paris VI, France

ET

D. W. Stroock '

Massachusetts Institute of Technology,
Cambridge, Massachusetts 02139

Communicated by Paul Malliavin

Received January 1990

Etant donnés un groupe de Lie connexe unimodulaire G, et des champs de vec-
teurs invariants a gauche sur G, X, .., X, qui engendrent algébriquement algébre
de Lie de G, on considére l'opérateur £,=Y%,_, X,a;X, ot a: G — R* @ R* est une
fonction €* a valeurs dans I'ensemble des matrices réelles symétriques vérifiant,
pour un ae 10, 1] ¢ [E)2< XX, ay(x) €6, <a™" |¢]%, VxeG, Y eR" Quand G
est & croissance du volume polynomiale on obtient, relativement a la distance du
controle associée aux X, des estimations gaussiennes supérieures et inférieures pour
le noyau du semi-groupe de la chaleur e'#«. Ces estimations ne dépendent de a qu’a
travers o. On obtient aussi des inégalités de Harnack et la régularité holdérienne des
solutions. Finalement d’autres situations sous-elliptiques sont aussi considérées.
© 1991 Academic Press, Inc.

Given a connected unimodular Lie group G having polynomial volume growth,
and left invariant vector fields X, .., X, which generate the Lie algebra of G,
consider the operator ,Z,:Zf{j:l X,a;X;, where a: G — R*® R* is a smooth sym-
metric matrix valued function which satisfies o |é|2$2ﬁj=1a,j(x) &<at E]3
x€G, £ R, for some o€ 0, 1]. What we show is that the corresponding heat-flow
semigroup e'“s admits a kernel which satisfies (two-sided) Gaussian estimates in
terms of the control distance determined by the X/s. Moreover, the estimates can
be made to depend on a only through «. We also prove Harnack inequalities and
holder regularity of solutions. We end with a discussion of some other sub-elliptic
situations. © 1991 Academic Press, Inc.
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INTRODUCTION

Dans une série de travaux célébres E. De Giorgi [4], J. Nash [19].
J. Moser [16, 17], D. Aronson [1] ont montré que I'opérateur

Z 0 0
$~,-‘j§1 o a,j(x)axk,
ou a(x)=(a,(x)) est une matrice symétrique vérifiant, pour un « € J0, 1],
al <a<a 'l se comporte comme le laplacien usuel Y°7_,(8/0x;)’, méme si
les coefficients de a sont peu réguliers (mesurables!). Récemment, E. Fabes
et D. Stroock [5] ont donné une nouvelle approche de I'ensemble de ces
travaux reposant sur les idées de Nash. Rappelons briévement les trois

principaux types de propriétés partagées par les opérateurs & ci-dessus.

(1) Les solutions de (8/0t— #)u=0 (ou Fu=0) posseédent une
certaine régularité héldérienne, [19].

(2) Les solutions positives de ces équations vérifient des inégalités de
Harnack, [ 16, 17].

(3) Le noyau de la chaleur associé a £ (i.e., la solution fondamen-
tale de 0/0t— % dans R* xR") vérifie des estimations gaussiennes

supeérieures et inférieures, [1].

Le but de ce travail est d’obtenir la généralisation naturelle de 'ensemble
de ces résultats lorsqu'on remplace R" par un groupe de Lie connexe
unimodulaire G, et le laplacien > 7_,(3/0x;)* par le sous-laplacien (ou
laplacien de Kohn) 4=3Y*_, X2 ou X={X,,.., X,} est un systéme de
champs de vecteurs invariants a gauche sur G, vérifiant la condition de
Hoérmander, autrement dit engendrant algébriquement 'algebre de Lie de
G. L’analyse de l'opérateur 4 a été faite par N. Varopoulos dans [27, 28]
En particulier les analogues de (2) et (3) pour 4 et lorsque G est a
croissance polynOmiale (ce qui est une restriction quasi-nécessaire, au
moins pour (2)) sont contenus dans [27, 28, 227; (1) n’a pas d’intérét dans
ce cas car 4 est hypoelliptique (!). Les opérateurs que nous allons étudier
sont donc de la forme:

k
Z=Y Xa;X,

Lj=1

ou pour tout xeG, a(x)=(a;(x)) est une matrice symétrique réelle de
dimension k vérifiant, pour un a€ J0,1], a/<a<a 'l La suite de cet
article montre que I'ensemble des propriétés (1), (2) et (3) sont encore
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partagées par les opérateurs %, dans ce contexte. Pour cela, nous nous
appuierons sur les résultats fondamentaux de [27] et sur la méthode tracée
dans [5] qui peut étre briévement décrite ainsi:

Ier pas: obtenir des estimations gaussiennes supérieures du noyau de
la chaleur associée a .%,.

2¢me pas: en déduire des estimations inférieures du méme type.

3¢me pas: utiliser les deux premiers pas pour obtenir les propriétés des
solutions de (8/0t — &,)u=0.

Grice aux méthodes développées dans [26, 3] et reprises dans [2] le
premier pas est une conséquence assez automatique des résultats de [26].
Le deuxi¢me pas est le point crucial de ce travail: on utilise une famille
d’inégalités de Poincaré pour adapter la méthode de Nash présenteée dans
[5]. Le troisiéme pas est alors une application sans nouvelles difficultés des
résultats précédents comme dans [5, 25, 22].

Finalement, il est intéressant de signaler que la méthode employée n’est
pas réellement spécifique aux groupes de Lie et nous montrons au dernier
paragraphe qu'on peut obtenir des résultats dans d’autres situations sous-
elliptiques.

Le plan de larticle est le suivant:

—au paragraphe I nous énongons les principaux résultats correspon-
dants aux propriétés décrites ci-dessus;

—Ile paragraphe 2 contient les grandes lignes de la preuve des estima-
tions gaussiennes supérieures;

—Ie paragraphe 3 est dévolu aux inégalités gaussiennes inférieures;

—Ile paragraphe 4 est consacré a 'obtention d’estimées gaussiennes
pour les noyaux de Dirichlet et de Neumann relatifs & une boule B(R)
uniformément par rapport a R;

—le paragraphe 5 traite des applications des résultats précédents
concernant les inégalités de Harnack et la régularité holdérienne;

—au paragraphe 6 nous indiquons quelques généralisations et
montrons que la méthode s’applique a d’autres situations sous-elliptiques;

—en appendice nous démontrons une famille d’inégalités de Poincaré
utilisée de fagon essentielle au paragraphe 3.

I. NOTATIONS ET PRINCIPAUX RESULTATS

Dans toute la suite G désigne un groupe de Lie unimodulaire muni de
sa mesure de Haar et d’un choix X = {X|, .., X} de champs de vecteurs
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invariants a gauche sur G qui vérifient la condition de Hérmander (c’est-a-
dire, ici, qu'on peut trouver une base de Palgébre de Lie de G formée de
vecteurs choisis parmi X, ..., X, et leurs crochets de tout ordre).

La distance du contréle associée au systéme X est la distance obtenue en
minimisant la longueur /(y) des chemins absolument continus y: [0, 1] - G
joignant deux points x et y et tels que: (d/dt) y(t)=3%_, b;(¢) X;(y(t)), p-p-
sur [0, 1]. La longueur /(y) de y est i(y)=([g Z_, |b,(2)]> dr)'% Si x et y
sont dans G, nous notons p(x, y) la distance de x a y et p(x)=p(x, e) ou
e est Pélément neutre de G, de sorte que, par invariance a gauche:
p(x, y)=p(x~y)=p(y 'x). Le volume de la boule B(x, ¢} de centre x et
de rayon ¢ est noté V(¢) (puisque par invariance a gauche il ne dépend pas
de x).

Rappelons les faits suivants:

il existe de N* tel que: V(¢) ~ ¢/ pour re [0, 1], (L1)

(voir [18, 27]. L’entier d est donné par d=3Y 72 idim[V,/V, ] ol
Vo={0}, V,=vect{Xy, ., X}, V,=vectX' et X' est I'ensemble des
crochets de X, .., X, de longueur inféricure ou égale a 7). D’aprés un
théoréme de Guivarc’h [8] on a d’autre part: ou bien

il existe De N tel que ¥(t)~ >, pour te[1, +oo[; (L.2)
ou bien
Vit)~e' pour fe[l, —oof. (1.3)

Dans le cas ou (1.2) est vérifié on dit que G est a croissance polynomiale
(D ne dépend que de G et pas de X, voir [8]). Sinon on dit que G est a
croissance exponentielle (on a noté f(r) ~ g(t), te A, pour signifier qu’il
existe c> 1 telle que: ¢ Yf(c ') < g(r)<cf(ct), te A).

Notons 4 = f:l Xzz’ Vf = (X1 f, s Xif), Vf-Vg = Z{;l X.fX: g
Vfi= (S5 X, f1D7 et D/, /)= (=4f )= Y11} la forme de
Dirichlet associée 4 4 (étant donnée la clarté de la situation nous ne
distinguons pas lopérateur différentiel 4 de la fermeture obtenue en
complétant €2(G) pour la norme | f|,+2"*(f, f)). H,=¢", t1=0est le
semi-groupe markovien symétrique associé a 2 (on montre facilement
d’une facon ou d’une autre que H,1=1). D'aprés I'hypoellipticité de 4 et
I'invariance a gauche, H, admet un noyau

(t, x) > h(x)=h(x"")e€*(]0, + o[ xG)

tel que

Hfx)=[ h(y 0 /() dy,  [e65(G)
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Les deux résultats suivants que nous empruntons a [27] (voir aussi [21])
contiennent Pessentiel de I'information concernant 4 et (H,, ¢ >0) et sont
I'une des clefs de toute la suite.

Si G est a croissance polyndmiale, nous avons:

3c telle que: h(x)<cV(/1)"", 1>0, xeG; (14)
tandis que si G est & croissance exponentielle:
Yn>d, 3c, telle que: h(x)<c,t™" t>0, xeG. (1.5)

Soit a: x+— a(x) une application de G dans I'ensemble des matrices
réelles symétriques positives d’ordre k. Associons a a I'opérateur différen-
tiel:

L= Xa,X;=V-av

i j=1
et la forme de Dirichlet:
EL ) =(=V-aVf, )= IVfL.l3  fe%5(G);

ou pour une fonction u: G — R¥, nous notons pour chaque xeG,
()] ey = (X721 @(x) u;(x) u;(x))"?. Nous faisons I'hypothése qualita-
tive que les coefficients de a sont réguliers, mais aucune des estimations
faites dans la suite ne dépendra de fagon quantitative de la régularité de a.
Avec cette hypothése, nous pouvons sans difficulté considérer le semi-
groupe sous-markovien symétrique

Ly
Pl =e', t=0.
Nous supposerons que P¢ admet un noyau

(t, x, yy— pi(x, y)

tel que

Pfx)=[ pix ) S0y, X€G,1>0, fe€F(G).

Remarquons que si a= ol pour un a> 0, alors %, est hypoelliptique et le
noyau est une fonction € de (1, x, y)eR**x G xG.

Pour o€ ]0, 1], notons E(a) I'ensemble des matrices a qui vérifient:
al <a<a'I Les principaux résultats obtenus dans la suite sont:
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THEOREME 1. Etant donnés o€ 10, 1] et G a croissance polynémiale, il
existe une constante y = 1 telle que pour toute ae E(a), (x, y)eGx G, t >0,
on ait:

[7V(/ 1)1 exp(—yp%(x, )/1) < pa(x, y) <YV 1)~ exp(—p3(x, y)/y0).

THEOREME 2. Soient G a croissance polynomiale, ae ]0,1], O<e<
n<1, 0<y<l, il existe une constante ¢ telle que pour tout ae E(a), se R,
xeG, R>0 et toute solution positive ue€"*(]s— R% s[ x B(x, R)) de
(6/0t — L) u=0 dans 1s— R% s[ x B(x, R) on ait:

u(t, y) < cu(s, x), (t, y)e [s—nR% s —eR*] x B(x, yR).
THEOREME 3. Etant donnés ae J0, 1], 0<y <1, G 4 croissance polyné-
miale, il existe ¢>0, &0, 1] tels que pour tout ac E(a), seR, xeG,

R>0 et toute solution ue €"*([s— R% s]x B(x, R)) de (8/0t— ZL,)u=0
dans 15— R?, s[ x B(x, R) on ait:

, Y=t v p(y, Y\
ult, )=t i <e (P2
pour (t, y) et (', y’) dans [s—yR? 5] x B(x, yR).

Appliquant ce résultat au noyau, on obtient:

COROLLAIRE 1. Soient G a croissance polynémiale, o€ 10, 1]. Il existe
c¢>0, fe ]0, 1] rels que pour tout ac E(a), R>0:

t/_tl/Z /’ /, B
it )= it < bRy (2 Ay o)

pour tout (¢',x',y') et (t,x, y) dans JR*, + o[ x Gx G, avec p(x', x) v
p(y, y)<R.

On déduit par ailleurs des théorémes 2 et 3:

COROLLAIRE 2. Etant domnnés, 0.>0, ac E(x), G a croissance polyno-
miale:
(1) toute solution positive de ¥,u=0 dans G est constante;
(11) toute solution bornée de (0/0t — %£,)u=0 dans R x G est constante.

I. ESTIMATIONS SUPERIEURES POUR p

L’obtention des estimations supérieures de p¢ relevant de techniques a
présent bien rodées, nous serons brefs. La partie du théoréme 1 & laquelle
nous nous intéressons dans ce paragraphe est contenue dans la:
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ProPOSITION 1. Soient € 10, 1] et azal
(1) si G est a croissance polynémiale:

pUx, y) S @) V(/80) " exp(— p2(x, y)/4(1 +8)1)
0>0,1>0,(x, y)eGxG;

(ii) si G est & croissance exponentielle, on a pour tout n = d.

Pix, y) <o, n)(81) " exp(—pi(x, p)/A4(1+0)1)
0>0,t>0,(x, y)eGxG.

Ici nous avons introduit la distance p, associée 4 a et X de la fagon
suivante: p(x, y) est encore la longueur minimale d’'un chemin absolument
continue y: [0, 11— G tel que (d/dr) y(1)=3"%_, b;(1) X:(y(1)) p.p- [0, 1],
mais cette fois la longueur [, (y) de 7 est définie par: [,(y)=

(f'b-a 'bdt)'?, o b= (b, .., by) et u-v est le produit scalaire dans R*.
Il est clair que si ae€ E(a), il existe c(a) > 0 telle que:

e Ha) plx, p) < pulx, y)Lela) p(x, p),  (x, »)eGXG.

D’apres une idée de E. D. Davies [3] (voir aussi la présentation donnée
dans [2]; la méme idée est utilisée dans [27,5]) les résultats (i) et (ii)
de la proposition 1 sont des corollaires des estimations centrales (ou
uniformes, si on préfére) correspondantes:

pix, y)<e(@) V(1) 1>0 (IL1)
dans le cas (i) et
pix, y)<clo,n) ™%, t1>0,n>d (I1.2)

dans le cas (ii) et de I'inégalité élémentaire:

q& (">~ e )+ T2 (W) || f 11352 6.f* f9) (I1.3)

ou gell, +o[, Yye€I(G) et I'*(Y)=|Vy-aV{| ., qui permet P'étude
du semi-groupe perturbé: e ¥ Pé%?.

D’autre part, il est facile d’utiliser la théorie abstraite développée initiale-
ment dans [26] pour passer de (1.4), (L.5) a (IL1), (IL2) respectivement en
utilisant la reformulation suivante de notre hypothése “a > of”:

DS N<SaT 6 ), Y edT(G). (IL4)

Par exemple, sachant (1.5) on déduit les inégalités de Sobolev:

Hf“%n/(nfﬂgc;l@(f; ) nzd, (1L.5)
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(voir le théoréme 1, p. 241 de [26] qui dit que (I.5) est équivalent a (I1.5)).
Utilisant (I1.4) on obtient:

-2 S ena™'6(L f) Y eb5(G) (1L6)

qui par le méme théoréme de [26] que précédemment nous donne (I1.2).
On déduit (I1.1) de (1.4) de la méme fagon. 11 est plus agréable dans ce cas
d’utiliser 1a version développée dans [2] qui utilise des inégalités de Nash
plutét que celles de Sobolev (Théorémes (2.1), p. 251 et (2.9), p. 255 de

[20).

Remarque. Les estimations (I1.1) ou (I1.2) pour ¢>1 peuvent Etre
obtenues beaucoup plus généralement. Supposons que G vérifie V(f) = ct”,
pour =1 et un # fixé et que p,(x, y) est le noyau d’un semi-groupe sous-
markovien symétrique sur L*(G) qui vérifie

pilx, y)=ze>0, Vxe G, Vye B(x, 1), (IL7)

alors on a:
pAx, y)sa™ =21 (I1.8)

Pour le voir introduisons la fonction caractéristique y de la boule de
rayon 1/2 normalisée de sorte que |/y|;=1. D’aprés [27,21], on a en
posant y*) =y x...% y (produit de convolution):

2 ®N o < ck =", keN*. (IL.9)

D’autre part notre hypothése (I1.7) implique:
o 1= S AP0ty de dy

Sc(s)f

G x

. |f(x) = f(2)I? pu(x, y) dx dy. (IL.10)

L’inégalité (IL.10) est une inégalité entre formes de Dirichlet et on déduit,
1a encore, (I1.8) de (I1.9) et (IL.10) en utilisant le théoréme (4.1), p. 274 de
[2] (il s’agit d’adaptation des techniques de [26], voir aussi [21]).

IT1. ESTIMATIONS INFERIEURES

Ce paragraphe est dévolu a la preuve de:

[V 1)1 L exp(—yp*(x, »)/t) < pi(x, ») (IIL1)
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dans le cas ol G est a croissance polyndmiale et ae E(a), ce que nous
supposerons dans toute la suite. Remarquons tout d’abord que sous ces
hypothéses les estimations supérieures de la proposition 1 impliquent

[ pitx, yydy<cexp(—ren) (1.2)
BS(x,r)

ol ¢ ne dépend que de G et a. De (IIL2) nous tirons deux conclusions:
| petx, ) dy=1 (1I13)

autrement dit (P? 1> 0) est markovien, puis
V(D)1 <sup{piix, x)}, >0, (I1L.4)

Nous donnerons une preuve que (I11.2) implique (IIL.3) au début du para-
graphe IV (par un argument de non explosion classique). L'inégalité (I11.4)
est une conséquence facile de (IT1.2) et (II1.3), malheureusement elle ne
semble pas suffire en général pour obtenir (IIL.1). En revanche (IIL1) est
un corollaire du

LEmMME 1. Etant donné ae 10, 1] il existe y21 et §€]0, 1] rels que
pour tout ae E(a):

VD17 <po(x y),  Y(x, »)eGxG,1>0, p*(x, y) < bt

Avant d’en venir au lemme 1, montrons que (II1.1) en résuite. Si (x, y)e
GxG, t>0 sont tels que p*(x, y)< 0t le résultat du lemme 1 et (IIL1)
coincident. Supposons donc p3*(x, y)>60:1. Pour chaque neN* nous
pouvons trouver une suite de points xp=x, Xx,..x,=y telle que
p(x;, x;,)<2R/n ou nous avons pos¢e R=p(x,y). Alors pour
yieB(x;, R/In)=B,, p(y; ¥, ) <4R/n. Si nous choisissons n tel que
16R*/n* < 0t/n, en particulier si ne [16R*/0t, (16R*/0t)+ 1[ nous avons:
P2 (¥i, ¥i 1) <16R?/n* < Otfn et donc grice au lemme 1:

inf{p‘,‘/n(y,-, Viv1), vi€Biie{l, .., n— 11} = [y (4R/n)]~!

et
(x, y)= J pt/nx YO Py ¥2) o oY1 y)dyy o -dyy,
> [yV(R/n)1 ™" V(4R/n)" ' =y "V(4R/n) "
> V(1)1 exp(—7R/1)
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ou y peut changer de place en place et ou la derniére inégalité est une
conséquence de n ~ R/t et des propriétés polyndmiales de V.

Venons-en a la preuve du lemme 1. Par invariance des hypothéses par
translation nous supposerons que x =e et nous cherchons donc a estimer
inférieurement p“(e, y) lorsque p*(y)< 6t (ot 6 est un certain nombre a
fixer). La technique ci-dessous trouve sa source dans [19] et a déja été
reprise dans [5]. La principale difficulté de son adaptation est d’obtenir
une famille d’inégalités de Poincaré adéquate. Nous utiliserons les inégalités
de Poincaré ci-dessous qui sont démontrées en appendice.

[[1700) = £2l? @ (x) dx < CR? [ [Vf ()] @(x) v (P)
ol @ (x)=(1— p(x)/R)? si x& B(R) et Px(x)=0 si non et
fa=| f(x) dsR(x)dx/f B o(x) d.
Nous commengons par énoncer le lemme clef:

LEMME 2. [l existe A>0 et ¢>0 tels que pour tout R>0 et tout z tels
que p(z) < R, on ait

| ®:4(x) 108 L V(R) plalz, )] dx 2 — | @1(x) di.

Montrons comment le lemme 2 implique le lemme 1: posons pour un
instant w(x, y)= V(\/7) pi(x, y). Nous avons

V(R) pirele, 2) = V(R) ™" [ wale, ) waalz, ») dy
> V(R) ™! [ wiale, ») wialz, 7) @1x(v) dy
d’oll T'on déduit en posant u(R)= | @ x(y) dy:
log(V(R) p3rle, 2)) = log(u(AR) V(R)™")
+ #(AR) " [ log(w (e, ) walz, 1)) @.aly) dy
et donc grice au lemme 2 et en remarquant que u(AR) ~ V(R)

log[ V(R) p5pale, z)]1 2 —c¢

ol ¢ est une constante ne dépendant que de G et «, ce qui prouve le
lemme 1 avec 8 =1/2.
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Pour prouver le lemme 2 nous posons:
u(s, y)=V(R) piplz, y)
pour z fixé tel que p(z) < R et se 0, 17, ainsi que:
v(s, y)=logu(s, y)

Gls)=p"(R) [ @,a(y) v(s, y) dy.

Avec ces notations la conclusion du lemme 2 s’écrit

G(1)> —c. (IIL5)

Pour prouver (IIL5), notons ¥g(x)=1—p(x)/R, de sorte que Pr=¥3.
La fonction ¥ n’est pas differentiable mais c’est une fonction continue a
support compact et telle que:

|Pr(y)— PSR 'p(x, p),  V(x, )eGxG. (I1L.6)

Grice a ces propriétés il est aisé par un argument de régularisation et un
passage 4 la limite de rendre correcte lintégration par parties utilisée
formellement dans le calcul suivant:

V.-aVu(s, y)

d
u(s, yj Y

WAR)G'(s)=R? J Pr(¥)
_R [_2 [ (V.al7) - aVo(s, 1)) Poaly) dy
+J D ;2(y) |Vuls, y)lf,dy]
2 2 3 2
>R [_4j IV ()2 dy+ﬂ D, () [Vols, y)l, dy]

> e, VUR) +¢3 | @,4(0) 105, ¥) — G(s))* dy,

ou, pour obtenir la derniére inégalité on a utilis¢ I'hypothése ae E(a),
I'inégalité de Poincaré (P) et (IIL6).
Choisissons 4 tel que

J u(s, y)dy = V(R)/2, se[1/2,1]. (I11.7)
{p(¥) < AR/2}
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Un tel choix est rendu possible uniformément par rapport 4 R >0 grice a
(I11.2) et (II1.3).
Des calculs ci-dessus on déduit:

G'(s)2 —ci+cpu(AR) ™! f D(y) lo(s, y) — G(s)I* dy.

De 1a, on obtient en notant, pour K> 0,

Fe={yeB(iR2), uls, y) > e }:
G(5)> —¢y+ c3(1G(s)] — K)? w(iR) ™" I Tgl. (IIL8)

Drautre part nous pouvons estimer |/} grice a:

V(R)/2<f u(s, y)dy < VAR2) e K+ M|  (IIL9)

{p(v)<iR/2)
ou M est un majorant de u(s, y) sur B(AR/2) qui peut étre choisi ne dépen-
dant que de a grice aux estimations supérieures du paragraphe1l. De
(ITL1.8) et (II1.9) on déduit (en utilisant u(AR) ~ V(R)) qu’il existe ¢ et ¢}
telles que

G'(s)= —c\ +c4G(s)Y,  se[l/2,1].

Maintenant si G(1)< —c| —2(c}/c5)"* alors G’'(s)>(3/4) c,G(s)* pour
se[1/2, 1], ce qui implique G(1)> —8/(3c5) et fournit finalement 'inéga-
lite (I1L.5) avec

c=sup{c} +2(c}/c3)"?, 8/(3c3) }.

Ayant prouvé (II1.5) nous avons obtenu le lemme 2 donc le lemme 1 et
(ITL.1) ce qui termine la preuve du théoréme 1.

IV. LOCALISATION DES ESTIMATIONS GAUSSIENNES

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des inégalités similaires a celles du
théoréme 1 pour le noyau d’une diffusion quelconque contrélée par 'opéra-
teur %, a lintérieur de la boule B= B(¢, R), £€G, R>0, et en premier
lieu pour le noyau de la diffusion correspondant a %, et & la condition
de Dirichlet au bord de B. Nous utilisons pour cela une méthode
probabiliste, comme dans [14, 257, qui fait de ces résultats des corollaires
du théoréme 1.

La matrice ¢ étant fixée dans E(«), notons P,= P¢, t = 0. Considérons (si
G nest pas compact) le compactifi¢ usuel G=GuU {0} de G et Q=
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%([0, + oo [; G), muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact et de la tribu borélienne associée. D’aprés [13] nous pouvons
associer 4 P, une famille de probabilités sur Q{P,; xe G} vérifiant:

{Px(xozx)z 1, xeG (IV.1)

Px(xs+ter)=[Pt1]1":]('xs)’ Px'p-p-aXEG

(pour w € @, x(w)=x(t, w) est la position de w & linstant 7 et on note E*
I'espérance par rapport a P, ). Comme nous I'avons indiqué au début du
paragraphe II, notre premier travail est de prouver que P, est markovien,
ou, ce qui revient au méme de montrer que P, ne charge que Q=
%([0, + 0 [; G), cest pourquoi nous avons introduit G et €. Posons
{=inf{z, x,= 0 }. Nous voulons montrer que P ({=4+x0)=1, xeG.
Ce résultat est une conséquence facile du:

LeMME 3. Il existe une constante ¢ >0 telle que pour tout t >0, r>0 et
tout x€ G, P (supoc, <, p(x,, X)=r)<ce "/

Pour prouver le lemme 3 notons:
t=inf{z: p(x,, x) = r}

de sorte que:

{sup plx,x)=2r)=P (1<)

Ecrivons:

P (x,¢B(x,r/2),1<1)

=P (t<t)—P,(x,eB(x,r/2),1<1)
P(tst)=EX(P(x, € B(x,r/2)) 1 (<)
Ple<t)=EX(P.(x, ¢B(x.,r/2)1 <)

ce qui, avec (I11.2), nous donne:
P (t<t)(1—ce "y ce ",

et donc la conclusion du lemme 3.

Fixons ae E(a), £€ G, R>0 et notons ¢,(x, y)=q*>"(x, y) la solution
fondamentale de (8/0t — #,)u=0 avec condition de Dirichlet au bord de
B=B({, R). Autrement dit si on pose u(s, x)=g¢q,(x, y), se R*, xe B, alors
(6/0t — Z)u=0, u=0 sur [0, + o[ x 3B et u(0, x) est la masse de Dirac
au point y. La proposition suivante est la clef du passage du théoréme 1
aux théorémes 2 et 3.
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PROPOSITION 2. Soient G a croissance polynémiale, a.€ 70,17, € ]0, 1[.
1] existe y >0 tel que pour tout a e E(x), tout £ € G, tout R>0 on ait:

(i) g*5R(x, y) <yV(/1) " exp(—p(x, y)/yt), x € B(E, R), y € B(E, R),
t>0;

(i) [V " exp(—yp*(x, )/1) < q“*(x, y), xeB( OR), ye
B(¢, 0R), t< R~

La proposition 2 est une conséquence du théoréme 1 et du fait que
posant

t=inf{r>0, p(x,, &)= R}

ou £, R sont fixés comme précédemment, nous avons griace & la propriété
de Markov forte:

a,é R

q7= " (x, )= pi(x, )= EF[pf (xe, ) Ve (Iv.2)

(voir [25] par exemple pour plus de détails). De cette égalité nous
déduisons d’une part:

q(x, y)< plx, y)

ce qui donne la conclusion (i) de la proposition 2, mais aussi:
g%, ¥)2 [YV(/ 11" exp(—=9p(x, y)/1)
— sup PV(/s) "  exp(—(1 = 8) R¥ys)

O<s<1t

pour xe B(&, 6R), ye B(&, 0R), 60, 1]. Il existe donc re 10,1 — [ tel
que

g% y) = [yV(/1)] " exp(—yp*(x, y)/1) (Iv.3)

pour x e B(¢, OR), ye B(&, 0R), t <r?, p(x, y)<r. En utilisant un argument
similaire a celui utilis¢ pour passer du lemme 1 a (IIL.1) au paragraphe III,
on obtient facilement la conclusion (ii) de la proposition2 a partir de
(IV.3) (des détails sont donnés dans [25, 5, 22] dans des situations
analogues).

La proposition 2 se généralise facilement comme suit: considérons une
diffusion quelconque associée & un opérateur &’ tel que &' =L, si
@ ey (B¢, R)) et notons P'(1, x, -} la probabilité de transition associée. Il
est clair que P'{z, x,dv)=p,x, y)dy sur ]0, + o[ x B({, R)x B(¢, R).
Nous avons en fait:
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PROPOSITION 3. Soient G a croissance polynémiale, a € 10,17, 6€]0, 1[.
1l existe y >0 tel que pour tout ae E(«) tout £E€ @G, tout R>0 et &' comme
ci-dessus on ait.

[yV(/ 1)1 exp(—yp(x, y)/t)
< pix, Y)YV 1) " exp(—pi(x, y)it)
pour te 10, R*], xe B(&, 6R), y e B(¢, 8R).

La preuve de la proposition 2 suit la technique de localisation utilisée
dans [14] et utilise le résultat du lemme 3 de fagon essentielle comme
indiqué dans [25], les détails sont laissés au lecteur.

V. INEGALITES DE HARNACK, REGULARITE HOLDERIENNE

Nous indiquons ci-dessous comment la proposition 2 a pour corollaire
les théorémes 2 et 3. Cette démarche repose sur des idées introduites par
Krylov (voir [23] et est utilisée dans [5,22]) comme nous I'avons déja
indique. Tout cela repose sur l'observation classique que pour toute
solution positive u de (8/dt — £, )u =0 dans ]1t,, t,[ x B(&, R) et en notant
toujours ¢,(x, y) le noyau associé au probléme de Dirichlet dans B(&, R),
on a:

ut, )2 uls, y) g, Jx v) dy (V.1)

B(LR)

pour xeB(x,R), se]ty, t,[, te]te, t;[, t>s Notons Q(s, & R)=
1s— R% s[ x B(¢, R) et #*(Q) l'ensemble des fonctions continues sur Q
qui admettent une dérivée par rapport a ¢ et deux dérivées par rapport a
x dans Q (par deux dérivées par rapport a x, on entend que X,u et X, X u
existent pour ie {1, ..k}, je{l,.,k}). €%(Q) est I'ensemble des fonc-
tions positives de €*(Q). De I'estimation inférieure de g,(x, y) fournie par
la proposition 2 et de (V.1) nous déduisons:

LEMME 4. Soient ae 0,17, ye]0,1[. Il existe e>0Q tel que pour
tout seR, £e€G, acE(x), R>0 et ue®€,(Q(s, & R)) solution de
(0/0t — L) u=0 dans Q(s, &, R), on ait:

ult, y)>sV(yR)*'j us—R%z)dz, (1, y)eOls, & 7R).

B(&YR)
Etant donnés se R, e G, R>0 et une fonction u sur J(s, £, R) notons
Osc(u, s, &, R)=max{u(t’, x')—u(t, x); (¢, x') et (¢, x)e Q(s, &, R)}
llull . = max{|u(t, )|, (t, x) € O(s, £, R)}.

580/98/1-8
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Du lemme 4 et de (V.1) nous déduisons comme dans [5] (par exemple) le

LEMME 5. FEtant donnés ae ]0,17], 60, 1[, il existe 8]0, 1[ tel
que pour tout seR, ¢eG, acE(®), ue®“*(0(s, & R)) solution de
(0/0t — Z)u=0 dans Q(s, £, R) on ait

Osc(u, 5, &, OR) < 0 Osc(y, s, &, R).

Les théorémes 2 et 3 sont des conséquences de (IV.1) et du lemme 5
grice a des calculs issus de [19, 17] et nous renvoyons le lecteur a [5, 25,
227, ou les détails sont donnés une fois encore dans des situations
analogues.

Pour terminer ce paragraphe voici quelques directions dans lesquelles les
résultats ci-dessus peuvent étre généralisés en restant dans le cadre des
groupes de Lie & croissance polyndmiale. Tout d’abord il n’y a pas de
difficulté a considérer le cas ou les matrices @ dépendent aussi du temps.
C’est ce qui est fait pour G=R" dans [5] et nous y renvoyons le lecteur
intéressé: moyennant quelques changements de notations Pensemble des
résultats subsiste. Notons aussi que la symétrie de a n’est pas essentielle.

En ce qui concerne 1’étude du cas ou les coefficients de a sont seulement
supposés mesurables nous renvoyons le lecteur a [25] ou des détails sont
donnés (encore dans le cas G = R”). Remarquons simplement que la théorie
des formes de Dirichlet permet de toute fagon de considérer le semi-groupe
P? associé & &,(f, f)={Vf-aVf, méme dans ce cas. Les résultats précé-
dents, qui ne dépendent pas de fagon quantitative de la régularité de g,
peuvent étre utilisés pour montrer que P¢ admet encore un noyau qui
posséde une régularité holdérienne et vérifie le théoréme 1.

De fagon moins automatique il est possible de considérer, comme dans
[257, des perturbations des opérateurs %, par des termes du premier ordre
et plus précisément d’étudier les opérateurs de la forme:

[Zo)(x)=[V-aVel(x)+[b-aVel(x)— [V-pab](x)+ [co](x)

ou « est comme précédemment, b et b sont des fonctions de G dans R* et
¢ une fonction de G dans R. Toutes ces fonctions sont supposées ¥ mais
on utilise quantitativement les seules hypothéses ae E(x) et |cll,+
|b-abll,, +6-ab| ., <p. (Evidemment & n’est plus auto-adjoint mais son
adjoint formel est obtenu en changeant b en b).

VI. AUTRES SITUATIONS SOUS-ELLIPTIQUES

Soit M une variété ¥, connexe, munic d’'une mesure m positive €,
et soit X={X,, .., X} un systtme de champs de vecteurs sur M (pas
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nécessairement 4>, disons lipschitziens). Associons & X la distance du
contrdle p = p, comme précédemment et faisons ’hypothése que:

pX(x’ )’)< +OO,V()C, )’)EMXM
(x, ¥) = px(x, y)est continue et { y, p x(x,, y)<r} (VL)
est compact pour tout x, € M et tout r > 0.

Considérons la forme de Dirichlet

k

D SN=Y [IXf1Pdm,  fe€F (M),

i=1

que I'on forme en complétant € (M) pour la norme Z2(f, £)+ 1 f |, et
introduisons le semi-groupe sous-markovien symétrique associé:

Hf=e"%, >0
ou

Ay=—=Y X*¥X,, sur 63 (M)

i
i=1

(X ¥ est I'adjoint formel de X, sur L*(M, m)). Supposons que H¥ admet un
noyau h¥(x, y), (£, x, y)eRT*x G x G tel que:

HY ()= B y) fp)dm(y),  ¥fe%s M)

(dans les applications 4, sera hypoelliptique et le noyau €>).
Fixons deux entiers d#0 et D et considérons les inégalités de Nash
suivantes:

(N NFI P <l (L N+ ISBTNLITE fe€F(G).

(NB): A1 <eae (£ I FITP, pour les fe65(G) telles que
Dx(f, YIS

Introduisons par ailleurs la fonction ¥ de R* dans R* définie par V()= ¢
site[0,1], V(t)=1"site[1, + o[ et considérons I'estimation diagonale
supérieure: (on note h,=h’ et p=py)

sup {h,(x, y)}<cV(\/?)*‘, xeM,t>0, (eds.)

veM

et I'estimation gaussienne supérieure:

hdx, p) < V(1) exp(—p2(x, y)et), (e.gs.)

pour >0, (x, y)e M x M.
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Au paragraphe II, nous avons utilisé le fait que sous I'hypothése (VI.1) on
a les equivalences:

“(N9 et (Ng )”@(eds )<= (e.gs.).
C’est un résultat explicitement contenu dans [2].

Une hypothése naturelle sous laquelle on peut espérer que (N %) et (N5)
soient veérifiées (et donc aussi (e.g.s.)) est que:

mes(B(x, 1)) = cV(1), YxeM,Vi>0.
Cette conjecture est vérifite quand M est une variété compacte et X un
systéme de champs de Hormander (voir [24]) mais aussi lorsque M =G
est un groupe de Lie unimodulaire et X un systéme de champs invariants
a gauche, comme le montrent les résultats de [27] (voir aussi [22]).

Nous voulons a présent discuter la possibilité d’obtenir des estimations
inférieures du noyau 4,. Pour cela il est naturel d’introduire la condition

mes(B(x, 1)) ~ V(t), Vxe M, Vt>0. (V12)

D’autre part les paragraphes précédents et I'appendice indiquent I'impor-
tance de I'inégalité de Poincaré:

[ Ar-saltdm<cr?|  vf1Pam
B(x,R)

B(x,R)

fe%=°(B), xe M, R>0 (P*)

fe= 'Blffdm

dans I'obtention d’estimations inférieures du noyau. Nous introduisons ces
estimations inférieures sous la forme d’une inégalité locale:

hix, )2 [CV(/1)17Y  yeBx, /1), xeM,1>0, (eli)
et de I'estimation gaussienne:
hi(x, )= [CV(/1)] 7" exp(—cp(x, p)/1), (e.gi)
pour (x, Y)eMx M, t>0.

Avec toutes ces notations, nous pouvons énoncer:

PrOPOSITION 4. Soit M, X satisfaisant (V1.1) et (V1.2). Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

(i) “(N9) et (N7) et (P*);
(ii) “(e.ds.) et (eli.)”;
(iii) “(e.gs.) et (e.g.i)”



OPERATEURS SUR LES GROUPES DE LIE 115

Indiquons les grandes lignes de la preuve: tout d’abord on vérifie facile-
ment que (ii) <> (iii). Montrons (i) = (iii): on sait que (N9) et (N 5 ) impli-
quent (e.g.s.), de 1a en reprenant mot a mot 'appendice et le paragraphe II1
et en utilisant (P*) on déduit (eli.). Pour montrer que (iii)= (i), remar-
quons que (e.g.s.) impliquent (N 9) et (N ) et que la conjonction de (e.g.s.)
et (e.gi.) permet d’obtenir (P*) (voir [14]).

Ayant fait 'étude de V'opérateur modéle 4, on peut passer aux opéra-
teurs

k
Yo=— )Y Xla;X,

Lj=1

ou a est une fonction sur M a valeur dans 'ensemble des matrices positives
symétriques d’ordre k, comme précédemment. Nous notons encore p¢ le
noyau du semi-groupe (e"%, t>0).

PROPOSITION 5. Soient M, X satisfaisant (V1.1) et (V1.2) et tels que h¥
vérifie (e.g.s.) et (e.g.i.) et soit o€ ]0, 1]. Alors pour tout ae E(a) le noyau
p? vérifie aussi (e.gs.) et (e.gi.). D’autre part les analogues des théorémes 2
et 3 et de leurs corollaires sont vérifiés.

Autrement dit I'ensemble des résultats obtenus aux paragraphes précé-
dents se géneéralise sous I'hypothése que le noyau de 'opérateur modéle
vérifie les inégalités gaussiennes.

Application 1. Considérons M = R" muni de la mesure de Lebesgue et
A,=%7,_1(0/0x;) u;(0/0x;) ou pu=(u;) est une fonction de R" dans
I'ensemble des matrices de dimension n réelles symétriques positives a
coefficients ¥ bornés. A un tel opérateur on peut encore associer une
distance du contréle qui peut étre obtenue comme précédemment & partir
des champs X,=¢(8/0x,) ou x+>o(x) est une fonction lipschitzienne a
valeur dans Pensemble des matrices symétriques positives et telle que
o” = . Fixons y et notons 4 = A, et p la distance associée comme ci-dessus
et faisons ’hypothése qu’il existe ¢ >0 et £ >0 tels que:

e Hix=ylP<plx, y)<ellx—yl,
pour (x, y)eR"xR"telque |[x— y| <1, (VL3)
ou |lx— y| est la distance euclidienne usuelle sur R” (d’aprés [6], cette
hypothése est équivalente a la sous-ellipticitt de 4=A4,). Supposons
d’autre part que:
mes(B(x, 1)) =~ t¢, si te[0,1], xeR" (V14)

pour un certain de N. Sous les deux hypotheses (VL.3) et (VI.4) I'opérateur
A=A, peut €tre utilisé comme opérateur modele et la proposition 5 fournit
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I'étude des opérateurs A, pour les fonctions 4 valeurs matricielles v telles
que au<v<o 'upour un ae J0,17.

En effet pour pouvoir appliquer la proposition 5, il suffit de vérifier
que le noyau A, associé a l'opérateur modéle A4 vérifie les estimations
gaussiennes. Remarquons que (VL3) implique

plx, )= |x—yl, st fx—yl=>1 (VL5)

et donc en particulier: mes(B(x, 1)) ~ " si > 1. Notons en conséquence
V(ty=1t%si te[0,1], V(t)=1"si te[l, +oo[. Utilisant a la fois les résul-
tats de [7] (pour la théorie locale) et ceux de [12] (pour le comportement
global), on vérifie que A, satisfait (e.g.s.) et (e.g.i.} relativement a la fonction
V ci-dessus et a la distance p. Remarquons que les résultats de [7] permet-
tent d’appliquer les idées ci-dessus dans le cas d’une variété compacte.

Application 2. Soit 2, un ouvert de R” et Q un ouvert relativement
compact dans £2,. Soient X, ..., X, des champs de vecteurs ¥~ sur Q, véri-
fiant ’hypothése de Hormander sous la forme: il existe un /e N tel que les
crochets des X; de longueur inférieure ou égale a / engendrent linéairement
R” en chaque point de Q,. L’étude de 'opérateur 4, = —3*_, X*X, sous
ces hypothéses est die a A. Sanchez-Calle [24] (voir aussi [10, 11, 15]).
Les techniques présentées ici permettent d’obtenir pour les opérateurs de la

forme &, = — f‘ ;=1 X Fa; X, les informations suivantes:

PROPOSITION 6. Soient ae ]0,1], O<y<1, il existe ¢>0, $€70,1],
Ry >0 tels que pour tout ac E(a), se R, x€ 2, 0< R< R, et toute solution
ue€ " ([r—R>s1xB(x,R)) de (3/ot—L)u=0 dans ]s—R> s[x
B(x, R) on air:

4172 Al
ute, ) ute, ) < €[ A HE Dy g

pour (1, y) et (t', y') dans [s— 6°R?, s] x B(x, yR).

ProrosiTiON 7. Etant donnés o€ 10, 1], O0<e<n<, O0<y <1 il existe
des constantes ¢>0, Ry>0 telles que pour tout ae E(a), tout seR, tout
xeQ, tout 0<R<R,, et toute solution positive ue€"*(]s— R? s[ x
B(x, R)) de (6/0t — L)u=0 dans 1s— R? s[ x B(x, R) on ait:

u(t, y) < cu(s, x), (¢, v)e[s—nR% s—eR*] x B(x, yR).

Remarque. Si on note p, le noyau de transition d’une diffusion gouver-
née par %, dans 2, on peut déduire de la proposition 7 que pour x assez
loin du bord de Q on a:

pi(x, x) < c(mes B(x, \/7))‘1, 0<t<t,
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ou ¢ ne dépend une fois de plus que de «. En fait, on peut, dans ce cas
encore, obtenir des estimations gaussiennes supérieures et inférieures. On
utilise pour cela la proposition 7.

La preuve des propositions 6 et 7 consiste essenticllement & utiliser de
fagon simple I'une des idées introduites dans [20]. Plus précisément, sous
nos hypothéses, il existe un entier v et des champs 4%, X,,.., X, sur
Q x R tels que, notant 7 la projection de Q x R’ sur Q, on ait:

an(X,)=X,, ie{l, ... k};

et tels que, d’autre part, les champs X, .., X, soient libres jusqu’a I'ordre
[ (i.e, il n’y a pas d’autres relations entre leurs crochets que celles induites
par l'antisymétrie et la formule de Jacobi). On prouve alors les proposi-
tions 6 et 7 en développant les deux remarques suivantes:

(1) Les propositions 6 et 7 sont vérifices pour les opérateurs 2, =

, 1_1 X*a, X,. En effet, on peut dans ce cas utiliser les résultats de
l’apphcatlonl car par construction le volume des boules du contrdle
associées 2 X¥={X, .., X,} est uniformément équivalent a t%, te [0, t,[,
pour un certain entier d, autrement dit Phypothése (VL.2) est vérifie.

(2) Les propositions 6 et 7 pour 'opérateur £, ont pour corollaire
immediat les résultats analogues pour l'opérateur &, = —>7 F, XFa; X,
En effet si u est une solution de (a/az— ?Ju=0, alors a(t, x) = ul(t, n(x)))
est clairement une solution de (8/0t — %, )u=0.

APPENDICE: INEGALITES DE POINCARE

Notons #(a) 'ensemble des fonctions ¢: R — [0, 1] décroissante et
telle que:
(i) R=R,=inf{r:¢(r)=0} < +o0.
(i) vV O0<r<R, o(r+ (12)[(R—F) A (r/2)]) = ae(r).
La condition (ii) peut étre interprétée en disant que les valeurs de ¢ en des
points a distance comparable de R sont comparables. Nous avons alors:

THEOREME. Soit G un groupe a croissance polynoémiale et o> 0. Il existe
une constante ¢ >0 telle que pour toute fonction ¢ € .# (), on ait:

[ 176 1ol @) dx < cR2 [ V()P D(x) dx,  fe7(G)

ot D(x)=q(p(x)) et fo = f(x) P(x) dx/{ &(x) dx



118 SALOFF-COSTE ET STROOCK

Le gradient V et la distance p sont relatifs 4 un systéme X de champs
invariants a gauche comme au paragraphe 1. Donnons deux exemples
d’applications du théoréme:

(1) @r(t)=1site[0, R[, p(R)=0, (2= 1!). L’inégalité obtenue est
bien siir, en posant fr=V(R) ™" | 5 f(x) dx:

L(R) | f(x)— fol? dx < CR? L(m IVF 12 (x) dx. (P.1)

(2) @g(t) = (1 —t/R)?%, ¢e[0, R]. On vérifie facilement que
@r€ A (1/4) pour tout R>0 et on obtient la famille d’inégalités (P) utilisée
au paragraphe III.

Remarque. Pour R <1, (P.1) est démontrée dans [9] et il est assez aisé

de vérifier que les arguments de [9] conduisent a (P.1) pour tout R>0 si
on utilise comme point de départ

[ 1)~ fuPax<CR | Vf(x)" dx (P'1)
B(R) B

(2R)

qui est (essentiellement) démontrée dans [28]. (Cette remarque est diie a
P. Maheux, communication personnelle).

Pour prouver le théoréme nous avons a revenir en détail sur la preuve
de [9]. Fixons G et ¢ comme dans le théoréme et notons R=R,,
E=B(e, R). Suivant [9] de prés, notons & une famille de Whitney pour
E=B(e, R). Autrement dit # est une famille de boules B < E disjointes
deux a deux telle que:

(a) E=Uszs B

(b) Be# implique 10° p(B) < p(B, 0E) < 10° p(B)

(c) #{BeF,neB*}<M
ol on a posé B = B(x, 2r), B* = B(x, 10r), p(B)=r lorsque B=B(x, r) et
ou p(B, 0F) est la distance de B a dE. M est une constante géomeétrique ne
dépendant que de G et de la distance p et #{ } dénote le cardinal de { }.

Pour Be #, fixons 7y, un chemin du contréle de I'origine du centre de
la boule B, tel que /(yz) < R et posons

F(B)={AeF/A' nyp# T, BeF )}
A(F)={BeF/Ac F(B), AeF)}

Avec ces notations le lemme suivant est extrait de [9].

LemMe. (i) Si Ae #(B), p(4)= 1072 p(B)
(i) p(A) 4] 7' X pe 4 #F(B) |Bl<cR>
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De (i) on déduit que si 4€ % (B) la distance de 4 au bord de E est
controdlée par la distance de B au bord de E, ce qui implique, si ¢ € .#(x)

sup{d)(x)d)‘l(y),xeB”,ye U A”,Beﬁ}sc(a). ()
Ae F(B)

Nous pouvons & présent donner la preuve du théoréme: si Be #, (P.1) et
I'hypothése ¢ € .#(«) entrainent:

| 17— fal @5 dx<cp(B) [ VP () @0 dx (1)
ou
[ = L” Fx) D(x) dx / fB” ®(x) dx.

Fixons une fois pour toute Byc# tel que ee By et posons fo=
jBo f(x) D(x ds/_[B (x) ds. Soit Be #, numérotons les €léments de F (B),
Ay, .., A,, de sorte que A,=B, AI—BO, AnAl  # T et I=#F(B).
Nous avons

| 1700 =10l () dx

2

<J |- A+Zf4f4 B(x) dx

<1<L” | F(x)— fa]? D(x) dx + i | far—Far, 1P L” D(x) dx>,

i=1

Remarquons que A4; N A7,  # & implique que 4, et 4,, , ont des rayons
comparables et que 4/ N A, , a un volume comparable a celui de 4, (et
A;, ). En conséquence:

[ odx 1St

i+1

<2<L;/ =Sl f.b+f =S P ¢>

Ajt1

et en utilisant de plus (x*)

[ cp(x)dx/f C B(x)de<c() Bl 147"
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De ce qui précéde nous déduisons en utilisant (1):

J NS —Sl o<c@) #F(B) 1B T p(A7 14t V179,

Ae F(B)

Une application du lemme et les conditions (a) et (c¢) de Whitney condui-
sent a:

ce

12.

14.

[17=rro<er?| VfI*®

qui termine la preuve du théoréme.
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