
Ëèñòîê 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êëåòî÷íûå êîìïëåêñû

14 ôåâðàëÿ 2012 ã.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ft : X → Y, t ∈ I íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé, åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå F : X × I → Y , (x, t) 7→ ft(x) íåïðåðûâíî. Îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : X → Y
ãîìîòîïíû, åñëè ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùàÿ èõ ãîìîòîïèÿ ft (îáîçíà÷àåòñÿ f0 ' f1). Îòîáðàæåíèå,
ãîìîòîïíîå êîíñòàíòå, íàçûâàåòñÿ íóëüãîìîòîïíûì.

Îïðåäåëåíèå. Äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé ïðîñòðàíñòâà X íà ïîäïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ ãîìîòîïèÿ ft : X → X, ÷òî f0 = 1, f1(X) = A è ft|A = 1 ∀t.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè
ñóùåñòâåò òàêîå îòîáðàæåíèå g : Y → X, ÷òî fg ' 1 ' gf . Â òàêîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà X è
Y íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðîñòðàíñòâî, ýêâèâàëåíòíîå òî÷êå, íàçûâàåòñÿ
ñòÿãèâàåìûì.

Çàäà÷à 1. ßâíî ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ R \ {0} íà Sn−1.
Çàäà÷à 2. ßâíî ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ òîðà ñ âûêîëîòîé òî÷êîé íà ãðàô,

ñîñòîÿùèé èç äâóõ îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå (ïàðàëëåëü è ìåðèäèàí òîðà).
Îïðåäåëåíèå. Äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé â ñëàáîì ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà X íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ãîìîòîïèÿ ft : X → X, ÷òî f0 = 1, f1(X) ⊂ è ft(A) ⊂ A ∀t.
Çàäà÷à 3. (a) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðóåò â òî÷êó x ∈ X,

òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 x â X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x, ÷òî âëîæåíèå
V ↪→ U ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.
(b) Ïóñòü X � ïîäïðîñòðàíñòâî R2, ñîñòîÿùåå èç ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà [0, 1]×{0} è âåðòèêàëü-
íûõ îòðåçêîâ {r} × [0, 1 − r] äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ r ∈ [0, 1]. Ïîêàçàòü, ÷òî X äåôîðìàöèîííî
ðåòðàãèðóåò â ëþáóþ òî÷êó ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà, íî íå ðåòðàãèðóåò íè â êàêóþ äðóãóþ òî÷êó.
(c) Ïóñòü Y � ïîäïðîñòðàíñòâî R2, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîïèé X (ñì.
ðèñóíîê). Ïîêàæèòå, ÷òî Y ñòÿãèâàåìî, íî íå ðåòðàãèðóåò äåôîðìàöèîííî íè â êàêóþ ñâîåé òî÷êå.

(d) Ïóñòü Z � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Y â ôîðìå çèãçàãà. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äå-
ôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ Y â Z â ñëàáîì ñìûñëå, íî íå ñóùåñòâóåò íàñòîÿùåé äåôîðìàöèîííîé
ðåòðàêöèè.

Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ïðîñòðàíñòâà Y ëþáîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íóëüãîìîòîïíî. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ
îòîáðàæåíèé g : Y → X.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Íà÷íåì ñ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà X0,
òî÷êè êîòîðîãî íàçîâåì 0-êëåòêàìè. Äàëåå, ïî èíäóêöèè ñòðîèì n-ñêåëåò Xn èç Xn−1, ïðèêëåèâàÿ
ê Xn−1 øàðû Dn âäîëü êðàÿ Sn−1. Ýòîò ïðîöåññ ìû ëèáî çàêàí÷èâàåì íà êîíå÷íîì øàãå, îïðåäåëÿÿ
X ðàâíûì Xn, ëèáî ïðîäîëæàåì äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àÿ X =

⋃∞
n=0 X

n. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå X
íàäåëÿåòñÿ ñëàáîé òîïîëîãèåé, òî åñòü: ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A ∩Xn îòêðûòî â Xn äëÿ ëþáîãî n.
Òàêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, èëè CW-êîìïëåêñîì, ãäå C îáîçíà÷àåò
cell (êëåòêà), à W � weak (ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ). Åñëè X = Xn, òî X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, è
ìèíèìàëüíîå òàêîå n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ X.
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Çàäà÷à 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë v, e, f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ v−e+f = 2,
ïîñòðîèòü êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó íà S2, ñîñòîÿùóþ èç v 0-êëåòîê, e 1-êëåòîê è f 2-êëåòîê.

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîèòü äâóìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñîäåðæàùèé öèëèíäð S1 × I è ëåíòó
Ì¼áèóñà êàê äåôîðìàöèîííûå ðåòðàêòû.

Çàäà÷à 7. Ââåäèòå êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó íà S∞ =
⋃∞

i=1 S
n, è ïîêàæèòå, ÷òî S∞ ñòÿãèâàåìà.

Çàäà÷à 8*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
ñòÿãèâàåìûõ êîìïëåêñîâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñòÿãèâàåìî, òî è ñàì îí ñòÿãèâàåì.

Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà äâóìåðíûõ ñôåð, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå, òî X
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñôåð.

Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî X ⊂ R3, ïîëó÷åííîå èç áóòûëêè Êëåéíà, ñàìîïåðå-
ñåêàþùåéñÿ âäîëü îêðóæíîñòè (ñì. ðèñóíîê), ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó èç äâóõ îêðóæ-
íîñòåé è îäíîé äâóìåðíîé ñôåðû.

Çàäà÷à 11*. Ïóñòü X � êîíå÷íûé ãðàô, ëåæàùèé â ïîëóïëîñêîñòè P ⊂ R3, è ïåðåñåêàþùèé
åå êðàé â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ñâîèõ âåðøèí. Îïèøèòå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ïîâåðõíîñòè, ïî-
ëó÷åííîé èç X âðàùåíèåì ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîåãî êðàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà ïðîñòðàíñòâ (X,A), A ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîë-

æåíèÿ ãîìîòîïèè, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f0 : X → Y è ëþáîé ãîìîòîïèè ft : A → Y
îòîáðàæåíèÿ f0|A ñóùåñòâóåò ïðîäîëæàþùàÿ åå ãîìîòîïèÿ ft : X → Y .

Çàäà÷à 12. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè (X1, A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè, òî åìó
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ïàðà (X0 tf X1, X0), ïîëó÷åííàÿ ïðèêëåèâàíèåì X1 ê X0 ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèÿ f : A→ X0.
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