
Ëèñòîê 11. Âûñøèå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû. Ðàññëîåíèå

Õîïôà

27 àïðåëÿ 2012 ã.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç In−1 ãðàíü êóáà In ñ íóëåâîé ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé, è ÷åðåç
Jn−1 � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ∂In\In−1. Îòíîñèòåëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé πn(X,A, x0), n ≥
1 äëÿ ïàðû (X,A) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé (In, ∂In, Jn−1) →
(X,A, x0). Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îáû÷íûì ãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå äëÿ ïàðû (X,A) ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî π1(X,A, x0) ìîæíî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì ñìåæíûõ êëàññîâ αH, ãäå H ⊂ π1(X,x0) �
ïîäãðóïïà ïåòåëü â A, íà÷èíàþùèõñÿ â x0.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ∂ : πn(X,A, x0)→ πn−1(A, x0), êîòîðîå ïåðåâîäèò êëàññ
îòîáðàæåíèé (In, ∂In, Jn−1)→ (X,A, x0) â îãðàíè÷åíèå (In−1, ∂In−1)→ (A, x0).

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

π1(X,x0) −→ π1(X,A, x0)
∂−→ π0(A, x0) −→ π0(X,x0)

òî÷íà, òî åñòü äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé îáðàç ïåðâîãî ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì âòîðîãî.
Çàäà÷à 3*. Ïîêàæèòå, ÷òî äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · −→ πn(A, x0) −→ πn(X,x0) −→ πn(X,A, x0)
∂−→ πn−1(A, x0) −→ πn−1(X,x0) −→ · · ·

òî÷íà (êîíöîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è).
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ó êâàçèîêðóæíîñòè (ñìîòðè ïðåäûäóùèå ëèñòêè) âñå ãîìîòîïè÷åñêèå

ãðóïïû òðèâèàëüíû, íî ïðè ýòîì îíà íå ñòÿãèâàåìà.
Çàäà÷à 5. Ñêëåéòå ñôåðó Sp+q+1 èç Sp ×Dq+1 è Dp+1 × Sq.
Îïðåäåëåíèå. Íà {(z, w) | |z|2 + |w|2 = 1} = S3 ⊂ C2 ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæåíèåì äåéñòâóåò

ãðóïïà S1 = {eiϕ}. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S3 ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ
CP 1 ' S2. Ðàññëîåíèåì Õîïôà íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè S3 → S2, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó
äåéñòâèþ.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèå Õîïôà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì.
Çàäà÷à 7. R3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé S3 ñ âûêèíóòîé òî÷êîé. Îïèøèòå ðàçáèåíèå R3 íà ñëîè ðàñ-

ñëîåíèÿ Õîïôà.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî D = {(z, w) ∈ S3 | w ∈ [0, 1]} ãîìåîìîðôíî êðóãó, ãðàíèöåé

êîòîðîãî ñëóæèò ñëîé ðàññëîåíèÿ Õîïôà íàä òî÷êîé [1 : 0] ∈ CP 1.
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñëîé ðàññëîåíèÿ Õîïôà (êðîìå ãðàíèöû D) ïåðåñåêàåò D ðîâíî

â îäíîé òî÷êå. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé ñëîé çàöåïëåí ñî ñëîåì íàä [1 : 0].
Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà ñëîÿ ðàññëîåíèÿ Õîïôà çàöåïëåíû.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ñêëåéêà D4 ïî ãðàíèöå ñ CP 1 ïî ðàññëîåíèþ Õîïôà ðàâíà CP 2.
Çàäà÷à 12. Ïîñòðîéòå àíàëîã ðàññëîåíèå Õîïôà S2n+1 → CPn.
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