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Abstract

f one builds a tensegrity structure with cables and struts,

when will it be globally rigid in the sense that there is no

other non—congruent configuration of the points satisfy-
ing the cable and strut constraints? We investigate a family of
such structures that have dihedral symmetry and we com-
pletely characterize those that are globally rigid. This uses
some stress—energy techniques that in turn require showing
that a certain symmetric matrix is positive semi—definite
with the right rank.

I. Introduction

When is a collection of struts held rigid by a system of ca-
bles? Such structures, introduced more than 30 years ago by
sculptor Kenneth Snelson, were used by Buckminster Fuller
as examples of a concept he called “tensional integrity” or
simply “tensegrity” The tensegrities considered by Snelson
and Fuller were required to have all their struts disjoint. So if
one builds such a structure, wires can serve as the cables and
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Résumé

i on construit une structure de tenségrité avec des
cables et des étais, quand sera-t-elle globalement rigide,
au sens ol il n'existe aucune autre configuration non
congruente des points satisfaisant les contraintes des cébles et
des étais ? Nous étudions ici une famille de ce type de struc-
tures qui possedent une symétrie diédre et nous caractérisons
complétement celles qui sont globalement rigides. Nous utili-
sons certaines techniques de contrainte-énergie qui requiérent
la démonstration qu'une certaine matrice symétrique est posi-
tive semi-définie avec le bon rang.

I. Introduction

Quand un ensemble d'étais est-il tenu de fagon rigide par un
systeme de cébles ? De telles structures, introduites voila plus
de trente ans par le sculpteur Kenneth Snelson, ont été utili-
sées par Buckminster Fuller comme exemples d'un concept
qu'il nomma «intégrité de tension» ou plus simplement
«tenségrité ». Dans les tenségrités considérées par Snelson et
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J Figure 1

Denotes a cable
which is not allowed
to increase in length.

Denotes a strut
which is not allowed
to decrease in length.

Tenségrités symétriques
globalement rigides

Représente un cible
qui ne peut s'accroitre
en longueur.

U=

Représente un étai
qui ne peut décroitre
en longueur.

sticks can serve as the struts held in mid—air by the cables.
See [12,8). For us, and in the mathematical literature, there is
no need for having disjoint struts.

There is a precise mathematical model for defining these
objects, and there is a reasonable theory as well that can be
applied to determine their rigidity in many cases. Our main
object is to demonstrate that theory by applying it to a par-
ticular family of tensegrities, called “prismic tensigrids”.
Figure 1 shows one of these rigid tensigrids. Figure 10
shows some other examples of prismic tensigrids.

One must be careful about how one proves rigidity. A
natural method is to use what is called “infinitesimal rigidity”
This is the approach in Hinrichs [10]. Unfortunately, prismic
tensigrids are never infinitesimally rigid, and thus the results
claimed by Hinrichs must be proved by other techniques.

We will show that certain prismic tensigrids are “globally
rigid” and therefore rigid. The techniques we apply involve
calculating a “self stress” and an associated symmetric ma-
trix, and checking that this matrix is positive semi—definite
with the “right” nullity.

In Section Il after we define these concepts and outline
some of the relevant theory, we define precisely the prismic
tensigrids and state the main result about when they are glo-
bally rigid. Section III sets up the notation for studying our
examples and calculates a certain twist these structures are
required to have. Section IV contains the proof of the main
theorem. In Section V we present some conjectures and
questions for further study.

We thank R. Terrell and L. Wahlbin for help with the proof
of Lemma 5.

{l. Basic Definitions and Theory

A tensegrity framework (or simply a framework) consists of a
collection of labeled vertices (or joints) in three —space, called
the configuration, together with certain pairs of vertices (or
members) called cables, struts, or bars.

For each cable the pair of vertices is constrained not to
move apart. For each strut the pair of vertices is constrained
not to get closer. For each bar the pair of vertices is con-
strained to stay the same distance. We denote the framework
by G(p), where G is a graph whose vertices correspond to the
joints of the framework and whose edges record which pairs
of vertices are cables, bars, or struts. The configuration is
denoted by p=(p,,p,,-.-,b,), where p, is the i-th joint of the
framework.

Fuller, les étais devaient tous étre disjoints. Ainsi, si on cons-
truit une telle structure, des fils métalliques peuvent étre
utilisés comme cibles et des tiges comme étais tenus en sus-
pens par les cables. Voir [12,8]. Pour nous, et dans la littéra-
ture mathématique, il n'est pas nécessaire que les étais soient
disjoints.

Il existe un modele mathématique précis pour définir
ces objets, ainsi qu'une théorie acceptable permettant de
déterminer leur rigidité dans plusieurs cas. Notre but prin-
cipal est de démontrer cette théorie en 'appliquant a une
famille particuliére de tenségrités appelées « tenségrités
prismiques». La figure 1 montre I'une de ces tenségrités
rigides. A la figure 10, on trouve d’autres exemples de
tenségrités prismiques.

On doit étre trés prudent sur la fagon de démontrer la
rigidité. Une méthode naturelle consiste a utiliser le concept
de «rigidité infinitésimale». C'est 'approche qu'utilisa
Hinrichs [10]. Malheureusement, les tenségrités prismiques
ne sont jamais infinitésimalement rigides, et ainsi les résul-
tats avancés par Hinrichs doivent étre démontrés par
d'autres techniques.

Nous démontrerons que certaines tenségrités prismiques
sont « globalement rigides » et donc rigides. Les techniques
utilisées font appel au calcul d'une «autocontrainte » et d'une
matrice symétrique associée, et a la vérification que cette
matrice est positive semi-définie de la «bonne » nullité.

Dans la section II, aprés avoir défini ces concepts et ex-
posé les grandes lignes de la théorie sous-jacente, on définit
de fagon précise les tenségrités prismiques et on énonce le
résultat principal concernant leur rigidité globale. A la sec-
tion III, on établit la notation utilisée pour I'étude de nos
exemples et on calcule une certaine torsion que doivent avoir
ces structures. La section IV contient la démonstration du
théoréme principal. Dans la section V, nous présentons
quelques conjectures et questions pour des études futures.

Nous remercions R. Terrell et L. Wahlbin pour leur aide
dans la démonstration du lemme 5.

Il. Définitions de base et théorie

Une charpente de tenségrité ou simplement une charpente
consiste en un ensemble de sommets étiquetés ou joints dans
I'espace tridimensionnel, nommeé la configuration, accompa-
gnée de certaines paires de sommets ou membres nommeées
cdbles, étais, ou barres. Pour chaque céble, les deux sommets
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In Hinrichs [10] there is a classification of certain symmet-
ric tensegrity frameworks, as well as statements and conjec-
tures regarding their rigidity. The following is a description of
these symmetric tensegrity frameworks, which Hinrichs
calls prismic tensigrids. Consider two circles in disjoint paral-
lel planes where both circles have their centers on a line L
perpendicular to the two planes. Note L is a line of rotational
symmetry for the two circles. Choose n=3,4,5,.... Consider
two sets of n points, one set on each of the circles, spaced so
that each set forms the vertices of a regular polygon. Thus
there are 2n vertices in all. See Figure 2.

Next choose two integers j,k =1,2,...,n-1. On each circle
connect a cable between any pair of vertices that are k steps
apart in cyclic order. Connect a strut between some pair of
vertices on different circles, then rotate the strut about L to
obtain » disjoint struts. Each of the struts connects a vertex in
one circle to exactly one vertex in the other circle. We fix
some orientation of the plane. Lastly for each vertex, connect
it to that vertex on the other circle which is j steps in a clock-
wise direction from the other endpoint of the strut. Following
Hinrichs we call such a framework P,(j k). (See Figure 3.)

Note that in addition to the rotational symmetries about L
each of these frameworks has a symmetries which rotate one
circle into the other. Also note we have not mentioned what
the relative positions are for the two sets of points on the
circles. We will see later that in order for there to be any
chance that the prismic tensigrid is rigid, there is only one
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qui le constituent ne peuvent s'éloigner. Pour chaque étai, les
deux sommets qui le constituent ne peuvent se rapprocher.
Pour chaque barre, les deux sommets qui la constituent doi-
vent demeurer a la méme distance. On désigne la charpente
par G(p), o G est un graphe dont les sommets correspon-
dent aux joints de la charpente et dont les arétes décrivent
quelles sont les paires de sommets qui sont des cibles, des
barres ou des étais. On note la configuration par
p=(p,,P,,---,P,) Ou p, est le i-eme joint de la charpente.

Dans l'article de Hinrichs [10], on trouve une classification
de certaines charpentes de tenségrité symétriques, de méme
que des affirmations et des conjectures concernant leur rigi-
dité. Voici une description de ces charpentes de tenségrité
symétriques qu'Hinrichs nomme tenségrités prismiques.
Considérons deux cercles appartenant a deux plans paralle-
les disjoints, les deux cercles ayant leur centre sur une droite
L perpendiculaire aux deux plans. Remarquons que L est un
axe de symétrie de rotation pour les deux cercles. Posons
n=3,4,5,... et considérons deux ensembles de n points, un
sur chacun des cercles, espacés de telle sorte que chaque
ensemble constitue les sommets d'un polygone régulier 11 y
a ainsi 2n sommets en tout. Voir figure 2.

Choisissons ensuite deux entiers j,k=1,2,...,n-1. Sur
chaque cercle, on lie par un cable toute paire de sommets qui
se situent a k places 'un de l'autre dans un ordre cyclique.
On lie par un étai certaines paires de sommets se situant sur
des cercles différents ; on effectue alors une rotation de 1'étai
autour de L pour obtenir n étais disjoints. Chacun des étais lie
un sommet de 'un des cercles a exactement un sommet de
l'autre cercle. On détermine une certaine orientation du
plan. Enfin, on lie chaque sommet au sommet de l'autre
cercle qui se situe aj places, dans la direction horaire, de
Tautre terminaison de 1'étai. Selon Hinrichs, on nommera
une telle charpente P,(j,k). (Voir figure 3.)

Remarquons qu'en plus des symétries de rotation autour
de L, chacune de ces charpentes posséde une symétrie qui
pivote un cercle sur l'autre. On remarque également que
nous n'avons pas mentionné les positions relatives des deux
ensembles de points sur les cercles. On verra plus loin que
pour qu'il y ait une chance que la tenségrité prismique soit
rigide, il n’existe qu'une position possible pour I'étai. Ceci
détermine la position relative des deux ensembles de n som-
mets. Notons également que P,(j k) est une image-miroir de
P,(j,n—Kk) et que ce sont des charpentes congruentes.
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possible position for the strut. This determines the relative
position of the two sets of n vertices. Note also that P,(j,k) is a
mirror image of P,(jn—k), and they are congruent as frame-
works.

A general tensegrity framework is said to be rigid if the
only continuous motion of the vertices satisfying the mem-
ber constraints is a rigid motion (i.e. a congruence) of all of
Euclidean space. The techniques we use may be found in
Connelly [5]. A self stress for a tensegrity framework is an
assignment of a scalar ® (the stress) to each member {i,j}
such that at each vertex i the following vector sum, the equi-
librium equation, holds

;mij(pi_pj)=0;
where the sum is taken over all vertices j adjacent to i. The
self stress is proper if the stress on each cable is non-negative
and the stress on each strut is non-positive. One reason for

the importance of proper self stresses is the following result.
See [4), as well as [13] for a slightly different proof.

m Theorem 1. Any rigid tensegrity framework with at least one
cable or strut has a non-zero proper self stress ©.

We must be careful not to read more into this statement
than is there. For instance, it is possible that the stress is zero
for all cables and struts of the framework and is only non—
zero on bars.

In light of Theorem 1 we will require that there be some
non—zero proper self stress for P,(j,k). This will in turn imply
that there is a fixed relative position, called the twist, for all
the vertices on the two circles. We will discuss this central
point in Section II1.

A framework G(p) is said to be infinitesimally rigid if the
only solution to the following linear equalities and inequali-
ties, where the p’ variables are the unknowns,

<0 if{ij}isacable
0 if{ij}isabar

(p-p) - wi-r)§ =
20 if{ij}isastrut,

are the trivial ones coming from the derivatives of congru-
ences of Euclidean space. Since infinitesimal rigidity implies
rigidity (see Connelly [3] Theorem 3.1 and Remark 4.1, Roth
and Whiteley [11] Proposition 4.2, or Connelly [5]), it is natu-
ral to try to show that a framework is rigid by showing it is
infinitesimally rigid. This is in fact the argument attempted

Une charpente de tenségrité générale est dite rigide si le
seul mouvement continu des sommets satisfaisant les con-
traintes des membres est un mouvement rigide (c'est-a-dire
une congruence) de tout 'espace euclidien. On peut trouver
les techniques utilisées ici dans un article de Connelly {5].
Une autocontrainte pour une charpente de tenségrité est l'as-
signation d'un scalaire w;; (la contrainte) a chaque membre
{ij} de telle sorte qu'en chaque sommet i, la somme vecto-
rielle suivante, 'équation déquilibre, soit vérifiée

;mij(pi_pj) =0,
oil la somme est prise sur tous les sommets j adjacents a i.

Lautocontrainte est propre si la contrainte sur chaque
cAble est non négative et que la contrainte sur chaque étai est
non positive. Lune des raisons justifiant I'importance d’'auto-

contraintes propres est le résultat suivant. Voir [4], de méme
que [13] pour une démonstration légérement différente.

® Théoréme 1. Toute charpente de tenségrité rigide ayant au
moins un cdble ou un étai posséde une autocontrainte propre
non nulle ®.

On doit faire attention & ne pas lire plus que ce que cette
affirmation ne contient. Par exemple, il est possible que la
contrainte soit nulle pour tous les cables et étais de la char-
pente et non nulle seulement pour les barres.

Ala lumiére du théoréme 1, nous demanderons qu'il y ait
une certaine autocontrainte propre non nulle pour P,(j k).
Cela entrainera qu'il y a une position relative fixe, appelée la
torsion, pour tous les sommets sur les deux cercles. Nous
aborderons cette question centrale a la section III.

Une charpente G(p) est dite infinitésimalement rigide si les
seules solutions aux équations et inéquations linéaires sui-
vantes, ol les variables p’ sont les inconnues,

<0 sif{ij}estuncable;
0 sif{i,j} estunebarre;

(p-p) - (pil_pj,) =
20 sifij}estunétai

sont les solutions triviales provenant des dérivées de con-
gruences de l'espace euclidien. Puisque la rigidité infinitési-
male implique la rigidité (voir le théoréme 3.1 et la remarque
4.1 de l'article Connelly [3), la proposition 4.2 de l'article de
Roth et Whiteley {11], ou [5]), il est naturel de tenter de mon-
trer qu'une charpente est rigide en démontrant qu’elle est
infinitésimalement rigide. C'est en fait I'argument utilisé par




by Hinrichs [10). It is shown in [5] that if a tensegrity frame-
work with v vertices and e members (at least one of which is
a cable or a strut) is infinitesimally rigid in three-space, then
3v-6<e Now for P,(jk)if n 23, k#n/2, thenv=2n, e=4n
and 3v-6 =6n-6 2 4n=e. If k=n/2, then e is even smaller.
Thus P,(j,k) is never infinitesimally rigid. Unfortunately
Hinrichs seems to confuse Theorem 1 concerning general
rigidity with the following result of Roth and Whiteley [11}:

B Theorem 2. A tensegrity framework G(p) is infinitesimally
rigid if and only if the following two conditions hold:
(i) G(p) is infinitesimally rigid, where G is the graph obtained
by replacing all members with bars.

(ii) G(p) has a proper self stress w that is non-zero on all struts
and cables.

Since P,(j k) can never be infinitesimally rigid, Theorem 2
can never apply. In fact, condition (i) is never satisfied.

With this in mind, we offer the following alternate ap-
proach. A tensegrity is called globally rigid if every other con-
figuration of the vertices satisfying the member constraints is
congruent to the original configuration. (Note that the con-
gruence may reverse orientation.) Clearly global rigidity is
stronger than just rigidity. Our purpose will be to show the
following;

B Main Theorem. The prismic tensigrid P (j k), forn=34,...,
1k=12,.. . n-1, is globally rigid if and only if k=1 or k=n-1.

We will use some results of Connelly [4], and Connelly
and Whiteley [7] (described in [14]) that are general methods
for proving global rigidity. For a framework G(p) a proper
self stress is denoted by w=(...,®;,...) where ;= is the
stress on member {i,j}. From o we define the stress matrix
by defining the (ij)-th entry Q; to be

-0, = -; ifi#} {ij} a memberof G
gzij = zkaﬂ' (oki 1fl=]
0 otherwise.

Since £2 is a symmetric matrix, it corresponds to a quadratic
form

Qp = %mijlpi _pjlz
defined on each coordinate of the space of all configurations.

The matrix of Q is precisely the Kronecker product of Q and
the d by d identity matrix, i.e. Q®I (See Section IV for a

Topologie structurale » 21 « Structural Topology * 1995

Hinrichs [10]. Il est démontré dans [5] que si une charpente
de tenségrité de v sommets et e membres (dont au moins un
est un cable ou un étai) est infinitésimalement rigide dans
I'espace tridimensionnel, alors 3v-6 < e. Maintenant, pour
PG k), sin23,k#n/2, alorsv=2n, e=4n et 3v—6=6n-6 2
4n=e. Sik=n/2, alors e est méme plus petit. Ainsi, P,(j,k)
n'est jamais infinitésimalement rigide. Malheureusement,
Hinrichs semble confondre le théoréme 1 concernant la rigi-
dité générale avec le résultat suivant de Roth et Whiteley [11]:

B Théoreme 2. Une charpente de tenségrité G(p) est infinitési-
malement rigide si et seulement si les deux conditions suivan-
tes sont vérifiées :

(i) G(p) est infinitésimalement rigide, ot G est le graphe ob-
tenu en remplacant tous les membres par des barres.

(11} G(p) posséde une autocontrainte propre o qui est non nulle
sur tous les étais et les cdbles.

Puisque P,(j k) ne peut jamais étre infinitésimalement
rigide, le théoréeme 2 ne peut jamais s'appliquer. En fait, la
condition (i) n’est jamais satisfaite.

En tenant compte de ce fait, nous offrons 'approche alter-
native suivante. Une tenségrité est dite globalement rigide si
toute autre configuration des sommets satisfaisant les con-
traintes des membres est congruente a la configuration origi-
nale. (Notons que la congruence peut renverser l'orienta-
tion.) 11 est clair que la rigidité globale est plus forte que la
simple rigidité. Nous devrons donc démontrer le théoréme
suivant.

® Théoréme principal. La tenségrité prismigue P,(j k), oit
n=34,..,jk=12 ,n-1, estglobalement rigide si et seule-
mentsik=1ouk=n-1.

Nous utiliserons certains résultats de Connelly [4], et
Connelly et Whiteley [7] (décrits dans [14]) qui sont des mé-
thodes générales pour démontrer la rigidité globale. Pour une
charpente G(p), une autocontrainte propre est notée par
0=(...,0;,...) o W;=0; est la contrainte exercée sur le mem-
bre {i,j}. A partir de ®, on définit la matrice de contrainte Q en
définissant le (i,j)-iéme élément Q, de la fagon suivante :

-0; = -0; sii#j], pour {ij} membre de G
Q= e O sii=j
0 autrement.
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discussion of the Kronecker product of two matrices.) This
quadratic form can be thought of as a “potential energy” func-
tion, and since w is a self stress for G(p), it is easy to calculate
that the configuration p represents a critical point for this
energy function. This leads to the question of whether the
energy is at a minimum at p, which is in turn detected by
whether Q is positive semi-definite. If Q is positive semi-
definite, then any other configuration must violate some
member constraint in order to have a lower energy. These
are some of the ideas that can be used to show the following
more precise statement (proved in [4]).

M Theorem 3. Let G(p) be any tensegrity framework in three-
space with a proper self stress . Suppose the corvesponding
stress matrix  is positive semi-definite of nullity 4. If q is any
configuration satisfying the member constraints of G(p), then
q is an affine image of p.

Note that this result does not always imply that p and g
are congruent. In order to use this theorem to conclude G(p)
is globally rigid, we need the following result concerning
affine maps. See [13] for a more detailed discussion.

® Theorem 4. Let G(p) be any tensegrity framework in three-
space with a proper self stress w and € its stress matrix as in
Theorem 3. Let q be any configuration that is the non-congru-
ent affine image of p satisfying the member constraints of
G(p). Then there is a non-zevo quadratic form Q defined on
three-space such that Q(p; - p;) =0 for all members {i,j} of G
such that @ # 0.

We reinterpret the last condition as follows. For each
member {ij} of G, regard p,—p, as a vector at the origin and
project it into any fixed plane A not containing the origin.
The condition says that these points, corresponding to the
non-zero stresses, must all lie on a single conic, i.e. a circle,
ellipse, parabola, hyperbola, or two lines. See Figure 4.

In the case of P,(j,k) we will see that it has a proper self
stress, non-zero on each member. Since all the cables in the
two polygons lie in parallel planes, they all project onto at
least three points in a single line in A. Thus the only possible
conic containing these points is a set of two lines. However,
the other cables, as well as the struts, do not project into any
single line. Therefore, all the members of P,(j k) do not lie in
a single conic, and there can be no other affine image g of p,
such that G(q) satisfies the member constraints of G(p).

Puisque Q est une matrice symétrique, elle correspond a la
forme quadratique

Qp) = %mijlpi ‘p;lz
définie sur chaque coordonnée de I'espace de toutes les con-
figurations. La matrice de Q est précisément le produit de
Kronecker de Q et de 1a matrice identité d’ordre d, c'est-a-dire
Q®I? (Voir la section IV pour une présentation du produit
de Kronecker de deux matrices.) Cette forme quadratique
peut étre considérée comme une fonction d'« énergie poten-
tielle », et puisque ® est une autocontrainte de G(p), il est
facile de calculer que la configuration p représente un point
critique de cette fonction d’énergie. Ceci méne a la question
de savoir si 'énergie atteint un minimum en p, ce qui, a son
tour, est décelé en sachant si Q est positive semi-définie. Si Q
est positive semi-définie, alors toute autre configuration doit
violer une certaine contrainte sur 1'un des membres pour
atteindre une énergie inférieure. Voila quelques unes des
idées qui peuvent étre utilisées pour montrer 'énoncé plus
précis suivant (démontré dans [4]).

® Théoreme 3. Soit G(p) une charpente de tenségrité quelcon-
que dans lespace tridimensionnel et une autocontrainte propre
. Supposons que la matrice de contrainte correspondante
est positive semi-définie de nullité 4. Si g est une configuration
satisfaisant les contraintes des membres de G(p), alors q est
une image affine de p.

Remarquons que ce résultat n'implique pas toujours que p
et g sont congruents. Dans le but d'utiliser ce théoréme pour
conclure a la rigidité globale de G(p), on a besoin du résultat
suivant concernant les applications affines. Voir [13] pour
une discussion plus détaillée.

®m Théoréme 4. Soit G(p) une charpente de tenségrité quel-
conque dans lespace tridimensionnel, ® une autocontrainte
propre et Q sa matrice de contrainte comme dans le théoréme
3. Soit q une configuration qui est une image affine non-
congruente de p satisfaisant les contraintes des membres de
G(p). 1l existe alors une forme quadratique non nulle Q définie
sur lespace tridimensionnel telle que Q(p;-p;) =0 pour tous
les membres {i,j} de G tels que wy; # 0.

Nous réinterprétons la derniére condition de la fagon sui-
vante. Pour chaque membre {ij} de G, considérons p,—p,
comme un vecteur a l'origine et projetons-le sur un plan fixé




Hence, for the frameworks P,(j,K) if Q is positive semi-defi-
nite of nullity 4, then P,(j, k) will be globally rigid.

Il. The Self Stress and the Twist

We will show that the existence of a non-zero self stress for
P.(j k) (necessary for rigidity by Theorem 1) allows us simul-
taneously to calculate the twist and the self stress that exists
for that twist. The results here are essentially equivalent to
similar (correct) results in Hinrichs [10], but the treatment
here is independent of Hinrichs, more explicit, and some
proofs are different.

To ease this calculation we choose a particular coordinate
system for any vertex p, of P,(j,k). The x-axis and y-axis are in
the plane of the circle containing p,, and the x-axis is along
the radius of the circle containing p,. The z-axis is thus per-
pendicular to this horizontal plane. See Figure 5.

For any prismic tensegrity F,(j,k) we will call any member
{a b} that has its vertices in different circles a lateral member
and any corresponding stress ®,, a lateral stress. We will call
any other member (necessarily a cable) a horizontal cable
and its corresponding stress ®,, a horizontal stress.

B Lemma 1. For any P,(j k) suppose 0 is a self stress. For any
vertex labeled i let {a,i}, {b,i} correspond to the adjacent lat-
eral members. Then o, = -®,;.

Proof. The equilibrium vector equation in the definition of a
self stress

% 0y (P—p)=0
must hold for each coordinate, in particular the z-coordinate.

The z-coordinates of the vertices adjacent along the horizon-
tal cables are the same, so we are left with @+ ®,,=0. B

We have found partial information about any possible self
stress for P,(j, k), but in order to find the twist we will use the
existence of a particularly nice self stress. Let H be the group
of isometries that leave the vertices of P, (j k) invariant. Thus
H (isomorphic to a dihedral group) permutes the members of
P,(j k), and there are three transitivity classes, the horizontal
cables, the lateral cables, and the lateral struts. If a self stress
o for P,(j,k) has the same value for each member in a transi-
tivity class, we say o is symmetric. Furthermore, if @ is any
proper self stress (possibly not symmetric) we define for
every member {a,b} and F,(j k)
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A quelconque ne contenant pas 'origine. La condition af-
firme que ces points, correspondant aux contraintes non
nulles, doivent tous se situer sur une conique simple, c'est-a-
dire un cercle, une ellipse, une parabole, une hyperbole ou
deux droites. Voir figure 4.

Pour P,(j,k), nous verrons qu'il posséde une autocontrainte
propre, non nulle sur chaque membre. Puisque tous les
cibles dans les deux polygones se situent dans des plans
paralléles, ils se projettent tous sur au moins trois points dans
une seule droite dans A. Ainsi, la seule conique pouvant con-
tenir ces points est un ensemble de deux droites. Toutefois,
les autres cdbles, de méme que les étais, ne se projettent pas
en une seule droite. Donc, les membres de P,(j k) ne se si-
tuent pas tous sur une seule conique et il ne peut exister
aucune autre image affine g de p, telle que G(q) satisfasse les
contraintes des membres de G(p). Ainsi, pour les charpentes
P.(j,k), st Q est positive semi-définie de nullité 4, alors P,(5,k)
sera globalement rigide.

Ill. Lautocontrainte et la torsion

Nous montrerons que l'existence d'une autocontrainte non
nulle pour P,(j k) (nécessaire pour la rigidité selon le théo-
réme 1) nous permet de calculer de fagon simultanée la tor-
sion, et I'autocontrainte qui existe pour cette torsion. Les
résultats présentés ici sont essentiellement équivalents aux
résultats (corrects) similaires publiés par Hinrichs [10], mais
le traitement qui en est fait ici en est indépendant, il est plus
explicite et quelques démonstrations sont différentes.

Afin de faciliter ce calcul, on choisit un systéme de coor-
données particulier pour un sommet arbitraire p, de P,(j k).
Laxe des x et 'axe des y se situent dans le plan du cercle con-
tenant p;, et 'axe des x se confondant avec le rayon du cercle
contenant p,. Laxe des z est ainsi perpendiculaire a ce plan
horizontal. Voir figure 5.

Pour toute tenségrité prismique P,(j k), nous nommerons
membre latéral tout membre {a,b} dont les sommets sont
dans des cercles différents et contrainte latérale, 1a contrainte
correspondante ®,, . Tous les autres membres (nécessaire-
ment des cables) seront nommés cibles horizontaux et leurs
contraintes correspondantes ®,,, contraintes horizontales.

® Lemme 1. Pour tout P,(j K), supposons que ® est une auto-
contrainte. Pour tout sommet étiqueté i, soient {a,i}, {b,i} cor-
respondant aux membres latéraux adjacents. Alors @, = ~,,.

Démonstration : Léquation vectorielle d’'équilibre de la défi-
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W, = I”I_lﬂ }EH Oy

where |H| = the number of elements of H. We call ® the
average self stress. It is clear that @ is always a proper sym-
metric self stress for the same framework P, (7, k).

Let p, be a vertex on the “top” circle (with respect to the z-
axis of some fixed coordinate system say). Let {i,a} be the
strut at the vertex p,. The projection of p, onto the xy plane
(perpendicular to the axis of symmetry of P,(j, k) is obtained
by a rotation of p, by 0 radians counterclockwise, say. See
Figure 6.

Note that this twist 6 is independent of k. If p; is rigidly
rotated to another vertex (even on the other circle) so that
the two circles are invariant, then the vertices and members
of P,(j k) are invariant as well.

We can now describe the coordinates of the vertices adja-
cent to p,. Let {a,i}, {bi} be the lateral strut and cable respec-
tively. Let {c,i}, {d,i} be the horizontal cables. Then placing
unit radius circles on the z=0 and z= -1 planes, we get

(Figure 7)

pl = (]‘l Oﬁ 0)
p, = (cos®,sin @, -1)

= _Z_th i _Z_Ej - *
P, = (cos( - ),sm((-) ” ), l) Q)
p. = (oos gﬂ,sin Z—T:lk,o)

_ 2nk . 2wk
Py = (cos —n—~,—sm " ,0).

®m Lemma 2. If P (j k) has a non-zero proper self stress, then
=n(ls+d
0= n(z + n)'

Proof. By averaging as discussed above, the existence of a
non-zero proper self stress implies the existence of a non-
zero proper symmetric self stress ®. Hence at any vertex p;,
o, =, By Lemma 1 ®,,=-®,,. By the equilibrium equation
for the y-coordinates and by ()

o, sin 0 + @, sin (6 - 2%) =0,

o, (sin 0 - sin (9 - 2_,’?)) -0

nition d'une autocontrainte

5 0, (P=p)=0
doit étre satisfaite pour chaque coordonnée, en particulier la
coordonnée z. Les coordonnées z des sommets adjacents le

long des cébles horizontaux sont les mémes; il nous reste
donc m,;+®,;=0. ™

Nous avons trouvé urne information partielle concernant
toute autocontrainte possible pour P,(j,k), mais afin de trou-
ver la torsion, nous ferons appel a l'existence d'une autocon-
trainte particuliérement belle. Soit H le groupe des isométries
qui laissent invariants les sommets de P,(j,k). H (isomorphe a
un groupe diédre) permute ainsi les membres de P,(j k), et il
y a trois classes de transitivité : les cables horizontaux, les
cibles latéraux et les étais latéraux. Si une autocontrainte ®
de P,(j k) posséde la méme valeur pour chaque membre dans
une classe de transitivité, on dira que ® est symétrigue. De
Pplus, si @ est une autocontrainte propre (possiblement non
symétrique), on définit pour tout membre {a,b} et F,(j k)

Oy, 2 Oy

=L

; | H| I heH
o, |H| = le nombre d’éléments de H. ® est appelé
l'autocontrainte moyenne. 1l est clair que ® est toujours une
autocontrainte propre symétrique pour la méme charpente
P.(GK).

Soit p, un sommet se situant sur le cercle «du haut» (en
regard de l'axe des z d'un certain systéme de coordonnées
fixé). Soit {i,a} I'étai au sommet p;. La projection de p, surle
plan xy (perpendiculaire 4 'axe de symétrie de P,(j,k)) est
obtenue par une rotation de p, de 0 radians dans le sens anti-
horaire. Voir figure 6.

Notons que cette torsion 0 est indépendante de k. Si on
effectue sur p, une rotation rigide vers un autre sommet
(méme sur 'autre cercle) de telle sorte que les deux cercles
restent invariants, alors les sommets et les membres de
P,(j,k) demeurent eux aussi invariants.

On peut maintenant décrire les coordonnées des sommets
adjacents a p,. Soient {a,i} et {b,i}, I'étai latéral et le cable
latéral, respectivement. Soient {c,i} et {d,i}, les cables hori-
zontaux. En placant alors des cercles de rayon unité sur les
plans z=0 et z=-1, on obtient (figure 7)




If w,,=0, then all the lateral stresses are 0, and this
would imply that all the horizontal stress are 0 as
well, violating the non-zero hypothesis for ®. Thus

sinQ = sin(G—z—nj).
n
Using that 0<0 < 21t we have
0+ (9-2_"”) -7 or B+ (9-2_”) - 3n.
n n
Thus

ki

=finl - J
0 5 R or 0 32+1tn.
Recall o, > 0, o, = o, > 0, ®,, < 0. From (»),

0, (P -p) + 0,(p;-p) = 0(1,00)

where X
o= Zmic(cosznz —1) <0.

From the above analysis and (»),
0, (L~ D) + Oy (D, - ) = (P, - py) = B(1,0,0).

In order for the equilibrium equation to hold at p;, we must
have B = - &> 0. Now B >0 only if the x-coordinate of p, is
positive and the x-coordinate of p, is negative. Thus the
(symmetric) self stress @ will not be proper unless
O=n/2+m(j/n). W

We now know that p, =(-cos 6, sin 6, -1) and the y-coordi-
nates of p, and p, are equal.

Remark. We have determined 0 and thus the configuration
for P,(j k) up to congruence. At this stage it is an easy matter
to see that the proper symmetric self stress o for P,(j k) is
unique up to a positive scalar. It is natural to ask if there are
any non-symmetric proper self stresses for P,(j,k). It follows
from the next lemma that when P,(j k) is connected (as a
graph) the only proper self stress is symmetric. Hinrichs
showed that P,(j k) is connected precisely when the greatest
common divisor of n, j, k is 1. Thus we will calculate all the
stresses for all connected prismic tensigrids.

B Lemma3. LetP,(Gk), n=34..,j=1,..,n-1, k=1, n-1,
be any prismic tensigrid with the greatest common divisor of
n, j, k equal to 1. Then all non-zero proper self stresses of
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pi= (1,00
p, = (cos,sin 6, -1)
- _2M ) sin(9-2M) -
p, = (cos( ” ), sin (9 ” ), 1) ©)
p, = (cos zik, sin —~—2nk, 0)
n n
p; = (cos an,—sin —sz,o)

B Lemme 2. Si P,(j,k) posséde une autocontrainte propre non
nulle, alors
—n(lsd
0=mn ( 7t )

Démonstration. En procédant par la moyenne comme plus
haut, l'existence d’'une autocontrainte propre non nulle impli-
que 'existence d’'une autocontrainte propre non nulle symé-
trique w. Ainsi, en tout sommet p;, ®,,=®,,. Par le lemme 1,
®,=- 0, . En utilisant I'équation d'équilibre pour les coor-
données y, et par (x), on a

®,;,sin® + ®, sin (G—Z—ZZ> =0,
o, (sin 0 - sin (6 —zgl)) =0.

Si w,,=0, alors toutes les contraintes latérales sont nulles,
et ceci impliquerait que toutes les contraintes horizontales
sont nulles également, en violation de I'hypothése de non-
nullité de ®. Ainsi,

sin@ = sin(e— m)
n
En utilisant le faitque 0<0 < 2w, ona
0+ (O—Z—Rj) =n ou O+ (e-ﬂ) = 3m.
n n

Ainsi,

ou 0=3%4nl,
n

L |
0 2+nn 5

Rappelons que ®,, > 0, ®, = ©,; > 0, w,, < 0. De (), on tire:

0, (@,-p) + 0y(p,-p) = a(1,00)

o= 20)i5<oos21t-§ —1) <0.
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P.(j,k) are of the form
horizontal stress =7v> 0
sin? £ g
lateral cable stress = 2y (*+)
sinl
n
si? X ¢
lateral strut stress = - 2y Sy R
sinL 1

Proof: At any vertex p,, we use the coordinate system ()
discussed above. By Lemma 1, ®,,=—®,,. By Lemma 2,

8 =mn (/2 + //»). The equilibrium equation for the y-coordi-
nates gives ®,.= ®,;. The equilibrium equation for the x-
coordinates gives

®,(cos0 -1) - 0, (~cos B — 1) + Zmic(cos 2:‘1" - 1) -0.

Hence
2nk ia2 k
0, -0, cos5-- _—Zsm o R
o, o, cos 6 sindmn

This ratio is the same for each vertex i. Choose any A > 0 for
any horizontal stress. The above ratio determines the stresses
for all adjacent members. Since the graph of P, (j,k) is con-
nected (by [10]) all the stresses for all the members are deter-
mined and thus are given by (xx). ®

IV. Proof of the Main Theorem

This section contains the proof of the main result, that for
any n=34,...andj=1.2,...n-1, P,(j k) is globally rigid if and
only if k=1 or k=n-1. Since P,(j 1) is equal to P,(jn-1), it
suffices to show the Main Theorem for P,(j 1).

T facilitate the calculations we index the vertices of P,(j,1)
in the following way. We label the n vertices which lie in one
of the xy-planes with consecutive odd integers 1,3,...,2n-1,
and the n vertices in the other plane with consecutive even
integers 2,4,...,2n. Then we have:

{i,i+2} are horizontal cables i = 1,2,3,...,2n;
{i,i+1} are lateral cables i = 1,3)5,....2n-1;
{i,i+1+2j} are lateral struts i = 1,3,5,...,2n-1.

Assume where necessary these are integers mod 2n. With
this indexing Lemma 3 implies that any non-zero proper self
stress @ for P,(j,1) has the form

De I'analyse précédente et de (x), ona

0, (P, -P) + 040, -P) = O, (P, -py) = B(1,00).

Afin que l'équation d'équilibre soit valide en p;, on doit
avoir p = - a0 > 0. Maintenant, f§ > 0 seulement si la coordon-
née x de p, est positive et que la coordonnée x de p, est néga-
tive. Lautocontrainte (symétrique) ® ne sera pas propre a
moins que 0 = /2 + n(j/n). W

On sait maintenant que p, = (-cos 8, sin 8, -1) et que les coor-
données y de p, et de p, sont égales.

Remarque. Nous avons déterminé g et ainsi la configuration
pour P,(j,k) & une congruence pres. A ce stade, il est simple
de voir que l'autocontrainte propre symétrique  pour B,(j k)
est unique a un scalaire positif prés. Il est naturel de deman-
der ¢'il existe des autocontraintes propres non symétriques
pour B,(j, k). Une conséquence du lemme suivant veut que
lorsque P,(j,k) est connexe (considéré comme un graphe), la
seule autocontrainte propre est symétrique. Hinrichs a dé-
montré que P,(j,k) est connexe précisément lorsque le plus
grand diviseur commun de n, j et k est 1. On calculera ainsi
toutes les contraintes pour toutes les tenségrités prismiques
connexes.

® Lemme 3. Soit P(jk), oun=34..,j=1,.n-1 k=1,
n-1, une tenségrité prismique dont le plus grand diviseur com-
munden, j, k est égal a 1. Alors toutes les autocontraintes
propres non nulles de P, (j ) sont de la forme

contraintes horizontales =y>0
. X ) sin? X
contraintes de cables latéraux = 2y — 1 (*%)
sin-Ln
. et Tmr A sin? £ ¢t
contraintes d'étais latéraux = -2y n
sin 1

Démonstration. En tout sommet p;, on utilise le systéme de
coordonnées (*) présenté plus haut. Par le lemme 1, o, =
-, . Par le lemme 2, 8 = 1t (/2 + //x). Léquation d’équilibre
pour les coordonnées y nous donne ®,,= ®,, . Léquation
d'équilibre pour les coordonnées x nous donne

®, (cos@ - 1) -, (-cos 0 - 1) + 20, (cos 2_:1”‘. - 1) -0,




®,,,=Y>0
sin® %

W01 = =0 54145 = 2Y ——
smj-—-
Throughout the rest of this section we take y = 1. To sim-
plify notation we let

s aw
sinf L
x =2 n

sinj - '
The associated stress matrix Q belongs to a very special

class of matrices called block circulant matrices

QQ .. Q
Q Q Q. Q

n

n-1

Q-

Q,Q .. Q Q

n

where each Q,, is a 2X 2 matrix,

2 -x -1 0 0 x
Ql_[_x 2], QZ_[O—I]' Q;‘+1=[0 O:Ip

00 -1 0
Qn—j+1—|:X O:lv Qn_[o _l]r

and for any other integer mbetween 1 and n
00
Q, - [ 0 O] .
We will use some of the special properties of circulant
matrices to calculate the eigenvalues of Q. The following

definitions and theorems may be found in [9].
The Kronecker product of an m x g matrix A and anr X s

matrix B is the mr x gs matrix
anB apB ... aB
A®B = anB a;B ... ayB .
am.lB a,,B Q,,B

The properties of this product that we will use are:

1) (A+B)®C=A®C+B®C; AQ(B+C)=A®B+AQ®C
2) (A®B)(C®D) = AC®BD
3) (A®B)* = A*®B*,

where A* is the conjugate transpose of A and indicated op-
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Donc,

2nk

_ -0y _ COS _

o, cos ©

ic ic

2 k
ia -2sin*-T1

® sin-L &

Ce ratio est le méme pour chaque sommet i. On choisit
un quelconque A > 0 pour n'importe quelle contrainte hori-
zontale. Le ratio ci-dessus détermine les contraintes pour
tous les membres adjacents. Puisque le graphe de P,(j, k) est
connexe (par [10]), toutes les contraintes pour tous les
membres sont déterminées et sont ainsi données par (x»). B

IV. Démonstration du théoréme principal

Cette section contient la démonstration du résultat principal,
aleftet que pour tout n=34,... etj=1,2,....n-1, P,(j,k) est
globalement rigide si et seulement sik =1 ou k = n-1. Puis-
que P,(j 1) est égal a P,(jn-1), il suffit de démontrer le théo-
réme principal pour P,(j,1).

Afin de simplifier les calculs, nous étiquetons les sommets
de P,(j,1) de la fagon suivante. On attribue aux n sommets
qui se situent dans l'un des plans xy les entiers impairs con-
sécutifs 1,3,...,2n-1, et aux n sommets appartenant a autre
plan les entiers pairs consécutifs 2,4,...,2n. On a alors:

{i,i+2} sont des cibles horizontaux i = 1,2,3,...,2n;
{i,i+1} sont des cibles latéraux i = 1,3,5,...,2n-1;

{i,i+1+2j}sont des étais latéraux i = 1,3,5,...,2n-1.

Supposons lorsque cela s'avére nécessaire que ce sont des
entiers mod 2n. Avec cet étiquetage, le lemme 3 implique
que toute autocontrainte propre non nulle w pour P,(j 1) est
de la forme

(0] =y>0

i,i+2

W01 =0, 4149 = 2y

w3
sin® -

sinj -

Tout au long de cette section, on prendray = 1. Pour sim-

plifier 1a notation, on posera
sin? L
x=2 i

sinj %

La matrice de contrainte associée €2 appartient a une
classe trés spéciale de matrices nommées matrices a circula-
tion de blocs.
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erations are assumed to be defined. The complex conjugate
of a complex number zis z.

B Theorem 5. Let F be the n X n matrix with ij-th entry
LEYDID where E= €' R is the primitive i-th root of unity.
Then F is unitary, i.e, FF*=1 = F*F.

m Theorem 6. Let IT and D be the n X n matrices

010 ... 0 1 00 ... O
0 010..0 0 &1 0
Im={: |, D=]o 0 & 0
0 000 .. 1 :
1 000..0 00 0 &!
Then foreach €=1,2,.. ,n-1
1= F*D*F.

We now apply these theorems to prove

B Lemma 4. If P (j,1) has non-zero proper self stress o, the
associated stress matrix € has eigenvalues

ﬁ=@mm%Yi
where

x(Z sin mj%), m=01,.n1,

v e 2sin? % '

sinj -
Proof. By the preceding discussion of Q and by the defini-
tion of the Kronecker product, Q = Z N‘®Q,,,. Theorem 6
implies Q= ¥ (F*D‘F)®Q,, . Let T be the 2x 2 identity
matrix. Then it follows from propertties 2) and 1),

-1

Q=2 (F*DF)® Q,, =

3

n-1
> (F*DtF) @ (IQ,,,D)
€=0

; o~
]
“‘ (=1

- Y (oD (Dt Q) FeI)

0

o~
]

n-1

(F*®1) LZ Dt® Qm] FeD.

From properties 2), 3) and Theorem 5 it follows that
F*®I=F®ID* et F®I is unitary. Hence the eigenvalues of
Q are equal to the eigenvalues of the block diagonal matrix

5 D®Q,,,. This matrix consists of the 2x2blocks, C,,,
m=0,1,2,...,n-1, down the main diagonal and zeros every-
where else, where

Q Q, .. Q,
Qn Ql QZ . Qn-l

Q- :
QZ Q3 Qn Ql

ol chaque Q,, est une matrice de format 2 X 2,

2 -x -1 0 0 x
QI_I:—X Z:Ir QZ_I:O—}:I' Qj+l"[0 0]v

00 -1 0
Qn-j+1— [X O]r Qn"[o _1]1

et pour tout autre entier mentre 1 et n

00
2,- [0 0]

Nous utiliserons certaines des propriétés spéciales des
matrices a circulation pour calculer les valeurs propres de Q.
On peut trouver les définitions et théorémes suivants dans
[9]-

Le produit de Kronecker d'une matrice A de format m x g
et d'une matrice B de format r X s est la matrice de format
mrxgqs

ayB apB ... a,B
A®B = anB ayB ... ayB .
a..B a,,B B

Les propriétés de ce produit que nous utiliserons sont :

1) (A+B)®C =A®C+B®C; A®([B+C)=A®B+ARC
2) (A®BYC®D) = AC®BD
3) (A®B)* = A*®B*,

ol A* est la transposée des conjugués de A et les opérations

indiquées sont supposées définies. Le conjugué d'un nombre
complexe zest Z.

® Théoréme 5. Soit F la matrice deformat n X n dont le ij-eme
élément est JEU, ou E= e R est la i-eme racine primi-
tive de l'unité. Alors F est unitaire, c'est--dire, FF*=1=F*F.




n-1 2— m_g(n-ym —X+X jm
Cm = z &em Qf+1 = & (gn_)m mg n-)m
s -x+xEM 2-&"-E
_ |(2sin mE)?  x(E™-1)
S xEMM) (2 sinmE)?|C
The eigenvalues of C,, are
AL = (2sinmZ)? + x(2 sin mj%). ]

® Lemma 5. The eigenvalues AL, m=0,1,...,n-1, of the stress
matrix Q associated to the non-zero proper self stress ® for
P,(j,1) are non-negative. In fact
Ae=X; =0,
A=A, =0 and A=A, >0, if j isodd,

A=Al,=0 and A=A, >0, if j iseven,

and ™} >0 and A, >0 for any other integer 1<m<n-1.
Proof: Recall that x= 4522

2 sin j%
= (2sin 0)> £ x(2sin0) = 0,

(2 sin ")2
2 sin

. From Lemma 4 it is clear that

Ay = (2sin &) - (2sinj%) = 0, and

=2(2sin £)% > 0.

If j is odd sin (n-1) j& =sin j&, while if j is even sin (n-1) j=
=-sin j& hence the cases of A%, when m=n-1 are verified.
For m=2,3,...,n-2 the statement, A}, >0 and A, >0, is

equivalent to the statement
(sin m%)? sin mj &
(sin £)? sinj %
Since si’l'n”’j >1 this inequality would follow from
. x g
(+x2) sin m% sin ny x3
sin & sinj &

By replacing m by n-m andj by n—j, where necessary, it
suffices to show (+++) when 1<j<% and 1<m<<%. Using
the fact that 0<¢t<Z implies 2t <sin t <t, we conclude that

BIE]

: 2

sin m%- Am 2m 1
— 2 "% = — and
sin + - T

. -
> | sinmjw

3

' sinj%
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8 Théoréme 6. Soient Il et D, les matrices de format n X n

010 ... 0 1 00 .. O
0010..0 0&£1 .. 0
m=|: :|, D=|0 0& .. 0
0 0 0O0..1 :
1 000..0 0 0..0¢!
Alors pour chaque €=1,2,...,n-1
I1°= F*D'F.

Nous utiliserons maintenant ces théorémes pour démon-
trer le lemme suivant.

B Lemme 4. Si P (j,1) posséde une autocontrainte propre non
nulle w, alors la matrice de contrainte associée S a les valeurs

propres

£ _ ; T2 ; R =
A, = (Z sin mﬁ> + x(Z sin m]ﬁ), m=0,1,.,n-1,
ou

in2 &
=Zsm7

sinj %
Démonstration. En utilisant ce qu on a dit de € et la défini-
tion du produit de Kronecker Q= 2 ¢ ®Q,,,. Le théo-
réme 6 implique Q = 2 (F*DF) Yo ¢+1- Soit I 1a matrice
identité d'ordre 2. Par les propriétés 1) et 2), on obtient

-1 n-1

(F*D!F) ® Q,,, = 2. (F*DF) ® (IQ,,,])
€=0

S

Q=

=~
[]
"~ =]

(F*®I) D@ Q) FOI)

1
PANk

n-1

(F*®I) {Z Dt® Q,,,
€=0

FeI.

Par 'application des propriétés 2), 3) et du théoréme 5, il
s'ensuit que F*® I = (F® I)*, et F® I est unitaire. Les valeurs
propres de Q sont donc égales aux valeurs propres de la
matrice diagonale en blocs (2:) D¢®Q,,,. Cette matrice est
constitué de blocs de format 2x2, C,,, m=0,1,2,...,n-1, le
long de 1a diagonale principale et de zéros ailleurs, ou
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From this we see that (=) holds whenever &2 1 ie.,
whenever jm=4n.
The remaining cases jm < % n follow from the fact that

Z,[Z

sin t = tq‘f'l:)1 (1— qi) converges absolutely for any real
number ¢ [1]. Hence

mo m?
an= (1_ "Zqz)

sin m3- 1 2

L= =mlIl (1- 2

. x o0 1 =1 anZ

sin & =77 (1- _) q
n g=1 nzqz miq
and
oo i22
m= _Ime
sin ]m% Jm= ql;ll (l n¥q? ) oo jim?
sin j X STy 7 = qu=I1 (1_ nzqz)'
T Jw qr—-ll(l— nzqz) myq

The quotients are both indexed over the positive integers
g which are not divisible by m, i.e. m/g. Aslong asjm<n, it
is clear that for each g,
)z 0.

m? 2m?
(1_ nzqz) 2 (1_ nig?

This gives us (s++) for jm< Ln <n. ]

Corollary: The stress matrix £, for any non-zero proper self
stress o of P,(j,1), is positive semi-definite of nullity 4.

Proof of the Main Theorem: By the definition of the twist
0 in the construction of P,(j,k), we know that P (j,k) has a
proper non-zero self stress . By the corollary we see that in
the case k=1, the associated stress matrix Q is positive semi-
definite of nullity 4. By Theorem 3 if any other configuration,
g, satisfies the member constraints of P,(j,1), q is the affine
image of the vertices of P,(j,1). It is easy to check that the
member directions of P,(j,1) do not lie on any conic at infin-
ity. Hence by Theorem 4, g is congruent to the configuration
of vertices in P,(j,1), and P,(j,1) is globally rigid.

We show the “only if” implication of the Main Theorem:
Ifk=2,...,n-2, then P (j k) is not globally rigid. There are two
cases.

Case 1: kis not relatively prime to n.

If we look at the horizontal cables that lie in one of the two
parallel planes, then the graph they determine falls into d >1
separate components, where d is the greatest common divi-
sion of k and n. Take one of these components consisting of

. n-1 2_ m_ g(n-1)m X+ X jm
C‘m= gfm Q£’+1 = é E-'_' & _1
ico —x+xErHm g gmglrm
2sinm%)?*  x(E™-1)
S xEPm1) @sinmEY|C
Les valeurs propres de C,, sont
AL = 2sinm%)? £ x(2 sin mj%). "

® Lemme 5. Les valeurs propres Af, m=0,1,..,n-1,dela
matrice de contrainte Q associée a lautocontrainte propre non
nulle ® pour P,(j,1) sont non négatives. En fait

Ag=X; =0,

A=A, =0 et Af=AL,; >0, sij estpair,

Al=Al,=0 et A/ =A,, >0, sij estimpair,
et A, >0 et A, >0 pour tout autre entier 1 <m<n-1.

(2 sin £)?
2sinj¥

Démonstration. Rappelons que x=
est clair que

.Dulemme 4, il

2= (2sin 0)* = x(2sin0) = 0,

(2 sin &)?
2sinjx

A =2Q2sin £)* > 0.

A= (2sin &) - (2sinj%) =0, et

Sij est impair, sin (n-1) j&=sinj%, tandis que si j est pair, sin
(n-1)j& =-sin j £ Les cas de A}, lorsque m=n-1 sont donc
vérifiés. Pour m=2,3,...,n-2, 'énoncé, A}, >0 et A, >0, est
équivalent a I'énoncé

(sin m%)? sin mj &
. n 2 - 3 1
(sin &) sinj%
i L .. o 2 .
Puisque *=7* > 1, cette inégalité sera une conséquence de
inmX si j =
(e0) sinmi | sinmjg
P "
sin £ sinj %

En remplagant m par n-m etj par n—j, ou cela s'avere
nécessaire, il suffit de démontrer (x=+) lorsque 1< <4 et
1€ m <4 . En utilisant le fait que 0< ¢t <% implique que
Zt<sint<t, on conclut que




Figure 8

a cycle of n/d vertices and reflect the vertices (and the inci-
dent members) about the other horizontal plane. This clearly
preserves all the member lengths, and is a realization of the
graph not congruent to the original one. Thus this P,(j k) is
not globally rigid. See Figure 8, where n=6, j=5, k=2.

Case 2: kis relatively prime to n.
Let k=2,...,n-2be such that kk=1 (modulo n). Taking inte-
gers modulo n we claim that the underlying graph of P, (j,k)
is isomorphic to the graph of P,( kj,1). To see this, in each
framework, label the vertices in one horizontal plane as
0,1,2,...,n-1 in counter-clockwise cyclic order. Label the verti-
ces in the other horizontal plane as 0,1°,...,(n-1)". In B,(j,k)
the cables are

fii+ky, {iG+R'), i)
and the struts are

{i,(+7)} .

In P,(kj 1) the cables are

{Li+1}, {6+ 1)}, {ii%)
and the struts are _

{i,(i+ kj)'} .
Let f be the bijection from vertices of F,(j,k) to vertices of
P,(%j,1) given by
i- ki = f(0)
i (i) = ()

Since kk=1 (mod n),

f(ki) = kki=i(modn).
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sinm% Imzt 2m . 1 sinmif
> =— e — 2| —F

s 4 T 2 : PR
sin & - n Zr sinj+

De 13, on voit que (+*) se vérifie du moment que 272,
c'est-a-dire lorsque jm 2 4 n.
Les cas restants ot jm < £ n se déduisent du fait que

o0
sint=t 1'[1 (1— q;;z) converge absolument pour tout
q =

nombre réel ¢ [1]. Donc

i -]

sin m% Z nZq =
n = 9 =m n ]— m?
. n =) 1 1 n2q?
sin % =11 (1_ _) a
n g=1 niq? miq
et
o0 i2m2
L mE _im
sinjm%  JM= ql;ll (1 n2q2) 00 2
sinjz | oz @ i = qu=11 (1_ nzqz)‘
& I ql;ll(l_ nzqz) e

Les quotients parcourent tous les deux les entiers positifs
g qui ne sont pas divisibles par m, cest-a-dire, m fg. En
autant que jm < n, il est clair que pour chaque valeur de g,

()2 -2 o

Ceci nous donne (»»*) pour jm<&n <n. n

Corollaire. La matrice de contrainte Q, pour toute autocon-
trainte propre non nulle wde P,(j,1), est positive semi-définie
de nullité 4.

Démonstration du théoréme principal. Selon la défini-
tion de la torsion 8 dans la construction de P,(j k), on sait que
P,(j,k) posséde une autocontrainte propre non nulle ®. Par le
corollaire, on voit que dans le cas k=1, 1a matrice de con-
trainte associée Q est positive semi-définie de nullité 4. Par le
théoréme 3, si une quelconque autre configuration, g, satis-
fait les contraintes des membres de P,(j,1), alors g est I'image
affine des sommets de P,(j,1). On peut facilement vérifier
que les directions des membres de P,(j,1) ne se situent sur
aucune conique a l'infini. Donc, par le théoréme 4, g est con-
gruent a la configuration des sommets de P,(j,1), et P,(j,1) est
globalement rigide.

Nous démontrons ici 1a nécessité de la condition du théo-
réme principal: Sik = 2,...,n-2, alors P,(j k) n'est pas globale-
ment rigide. Deux cas se présentent.
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We check that fis an isomorphism of the graphs by check-
ing that members of P, (j k) are sent to corresponding mem-
bers of P,(kj,1),

{ii+k} - {ki, ki+1}
{i',(i + k)} - {( ki, (ki+ l)'}
(i} - (ki (ki)
{i,G+)} = {ki, (ki+ kj)'}.

Thus P,(kj,1) has the same cable-strut structure as does
P,(j,k). This proves the claim.

Let P (j k) have a fixed configuration. We will try to find a
configuration for P,(kj,1) where as many of the correspond-
ing member lengths are equal as possible. By a dilation in the
horizontal plane of P,(kj,1) we can insure that all the corre-
sponding horizontal members have the same length. By dilat-
ing (increasing or decreasing) in the vertical axis we can in-
sure that the corresponding lateral struts all have the same
length. We are left with the lateral cables. We already know
that P,(kj,1) is globally rigid, so its lateral cables must be
strictly shorter than the lateral cables of P,(j,k). But then
P,(j,k) is not globally rigid, finishing Case 2 and the Theorem.

V. Remarks, Further Work and a Conjecture

We have used a stress matrix analysis to show that P,(j,1) is
globally rigid, but some questions remain:

1. Can other methods be applied to show that some of the
other prismic tensigrids are rigid?
2. Can it be shown that some of the other prismic tensigrids
are not rigid?
3. How “often” is P,(j,k) rigid?
For question 1, we propose that the methods of Connelly and
Whiteley [7] are relevant, but this requires a further non-
trivial analysis. Instead of showing that P,(j k) is globally
rigid, it is natural to ask whether it is “pre-stress stable”,
which implies that it is rigid. To test whether this is true, one
first looks at ©Q ® I3, which we will call Q, where I3 is the 3
by 3 identity matrix. For pre-stress stability, it is not neces-
sary to show that Q is positive semi-definite. It is only neces-
sary that Q be positive definite on the particular linear
subspace given by the infinitesimal flexes of P,(j,k). The
problem is to find an explicit expression for those infinitesi-
mal flexes. Nevertheless by using these techniques we claim

Premier cas : k n'est pas relativement premier a n.

Si on observe les cables horizontaux qui se situent dans l'un
des deux plans paralléles, on remarque que le graphe qu'ils
déterminent est constitué de d > 1 composantes non con-
nexes, ol d est le plus grand diviseur commun de k et de n.
On choisit 'une de ces composantes qui consiste en un cycle
de n/d sommets et on effectue une réflexion des sommets
(et des membres incidents) par rapport a l'autre plan hori-
zontal. Il est clair que ceci préserve les longueurs de tous les
membres, et que c'est une réalisation du graphe qui n'est pas
congruente a la réalisation originale. Ainsi, ce P,(j,k) n'est pas
globalement rigide. Voir figure 8, o n=6, j=5, k=2.

Deuxiéme cas : k est relativement premier a n.

Soit k=2,...,n-2 tel que kk=1 (modulo n). En prenant des
entiers modulo n, on affirme que le graphe sous-jacent de
P,(j,K) est isomorphe au graphe de P,(kj,1). Pour nous en
assurer, étiquetons dans chaque charpente les sommets d'un
plan horizontal par 0,1,2,...,n-1 dans un ordre cyclique anti-
horaire, et les sommets de l'autre plan horizontal par
0,1,...,(n~1)". Dans P,(j,k), les cables sont

{ii+k}, {iG+K)}, {10}
et les étais sont
{L,G+i)}
Dans P,(kj,1), les cables sont
{ii+1}, {",(+ 1)'}, {ii"}
et les étais sont _
{iG+ kj)'} .
Soit f 1a bijection entre les sommets de P,(j,k) et les sommets
de P,(kj,1) définie par
i~ ki = f(0)
i- (ki) = f(i")
Puisque kk=1 (mod n),
f(kiy = kki=i(modn).
On vérifie que f est un isomorphisme des graphes en s'as-

surant que les membres de P,(j,k) sont envoyés sur les mem-
bres correspondants de P,( kj,1),

{ii+k} > {ki, ki+1}
{i",(i+00} = {(kiY, (ki+1)}




(without proof here) that the following Theorem of Hinrichs
is correct:

B Theorem (Hinrichs): If the bottom face of a prismic tensigrid
is replaced by a rigid polygon, the configuration is rigid.

Again Hinrichs' proof is incorrect because he misapplies
the theorem of Roth and Whiteley (Theorem 2 above), and
he unjustifiably assumes that all members can be replaced
by bars.

On the other hand for question 2, if € has some negative
direction determined by the infinitesimal flexes, then P,(j,k)
is not rigid, using the second-order theory developed in
Connelly and Whiteley [7]. It is likely that for all n, j, k, these
considerations will decide whether P,(j,k) is rigid or not. (For
instance, experimentally it seems that P,(1,2) is not rigid.)

In fact for question 3, if the linear subspace is in some
sense “random” with respect to the positive and negative
eigen subspaces of Q, then “most” choices of 7, j, k should
have P,(j,k) not rigid. To be precise we define r, as the
number of integers j,k=1,...,n-1 where P,(j,k) is rigid. We
then have

. 7
Conjecture: i L =
! Lim -2

Aside from these general questions we also mention how
our results fit into other conjectures and results. In Whiteley
[14] there is mentioned the conjecture that if one has a
tensegrity framework whose vertices are the vertices of a
convex polyhedron P whose cables all are edges of P, and
whose struts are interior to P, then any proper self stress for
this tensegrity framework is positive semi-definite. It turns
out that the prismic tensigrids P,(|+],1) (where [%] is the
greatest integer less than or equal to %) are in this category,
and so verify the conjecture in this very special case. On the
other hand, most of the prismic tensigrids do not fall into this
category since the cables do not lie on the edges of the con-
vex hull of the vertices, and yet we know that the P,(j,1)’s
are globally rigid anyway.

We mention an easy generalization of our result (that
P, (j,1) is globally rigid). It turns out that if one takes any pro-
jective transformation of 3-space that does not take any ver-
tex to infinity, then the resulting tensegrity framework fJn(j,l)
will still have a stress with a positive semi-definite stress ma-
trix of nullity 4. See Whiteley [13). If the image of the line
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{ii'y > {ki, (ki)}
{i,G+)} = {ki, (ki+ kj)}.

Ainsi, P,(kj,1) possede la méme structure cibles-étais que
P (j,k). Cela démontre I'assertion.

Considérons que P, (j,k) posséde une configuration fixée.
Nous tenterons de trouver une configuration pour P,( kj,1)
qui soit telle que le plus grand nombre possible de membres
correspondants soient d'égales longueurs. On peut s'assurer
d’avoir tous les membres horizontaux de méme longueur par
une dilatation dans le plan horizontal de P,( kj,1). Par une
dilatation (croissante ou décroissante) selon 1'axe vertical, on
peut faire en sorte que les étais latéraux correspondants
soient tous de méme longueur. Il nous reste les cables laté-
raux. On sait déja que P,( kj,1) est globalement rigide ; ses
cibles latéraux doivent donc étre strictement plus petits que
les cébles latéraux de P, (j, k). Mais alors, P, (j,k) n'est pas globa-
lement rigide, ce qui termine la démonstration du deuxiéme
cas et du théoréme. [ ]

V. Remarques, projections de travaux et une conjecture
On a utilisé une analyse de la matrice de contrainte pour
démontrer que P,(j,1) est globalement rigide, mais certaines
questions demeurent :

1. Peut-on appliquer d’autres méthodes pour démontrer que
certaines autres tenségrités prismiques sont rigides ?

2. Peut-on démontrer que certaines des autres tenségrités
prismiques ne sont pas rigides ?

3. P,(jk) est-lle « souvent » rigide ?

Pour la question 1, nous émettons 'hypothése que les métho-
des de Connelly et Whiteley [7] sont utiles, mais cela requiert
une analyse non triviale plus approfondie. Plutét que de dé-
montrer que P,(j,k) est globalement rigide, il est naturel de se
demander si elle est « stable avant contrainte », ce qui impli-
que qu'elle est rigide. Pour vérifier si cela est vrai, on porte
d’abord attention 8 Q ® I3, qu'on appellera Q, ot I® est la
matrice identité d’ordre 3. Pour la stabilité avant contrainte, il
n'est pas nécessaire de démontrer que €2 est positive semi-
définie. 11 est seulement nécessaire de démontrer que Q est
positive définie sur le sous-espace linéaire particulier défini
par les mouvements infinitésimaux de P,(j k). Le probleme
consiste a trouver une expression explicite pour ces mouve-
ments infinitésimaux. Néanmoins, nous affirmons par l'utili-
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segment corresponding to a member of P,(j,1) intersects the
new “plane at infinity” then we reverse the role of strut and
cable in that member. Otherwise it stays the same. With this
in mind then P, (j,1) is still globally rigid. We show an example
in Figure 9. (Figure 10 in Hinrichs [10] is another example.)

P (2, 1)

l,53 (Zfl)

Lastly we mention another point of view of our approach.
It turns out that our stress matrix  can be written as a linear
combination of permutation matrices corresponding to those
permutations on the vertices coming from the dihedral group
of symmetries. These permutations can be regarded as a
“regular linear representation of the dihedral group”. Such
representations are well-known (see for example [2, page 110])
to be the direct sum of known degree two representations.
Thus the same linear combination of the degree two repre-
sentations gives two-by-two blocks that can be used to calcu-
late the eigenvalues, similar to what was done in section IV.
This suggests an analogous approach to some other ten-
segrities with other groups of symmetries as well.

Figure 10 shows some further examples of symmetric
tensegrities.

sation de ces techniques (sans démonstration ici) que le théo-
réme suivant dii 2 Hinrichs est vrai:

m Théoreme (Hinrichs) : Sila face du bas d'une tenségrité
prismique est remplacée par un polygone vigide, la configura-
tion est rigide.

Encore ici, la démonstration de Hinrichs est incorrecte car
il fait une mauvaise application du théoréme de Roth et
Whiteley (théoréme 2, ci-dessus), et il assume sans justifica-
tion que tous les membres peuvent étre remplacés par des
barres.

D’autre part, en ce qui concerne la question 2, si Q a une
quelconque direction négative déterminée par les mouve-
ments infinitésirmaux, alors P,(j,k) n'est pas rigide, selon la
théorie du second ordre développée par Connelly et
Whiteley [7]. Il est vraisemblable que pour toutes valeurs de
n, j, k, ces considérations puissent permettre de décider de la
rigidité de P, (j k). (Par exemple, il semble expérimentalement
que Py(1,2) n'est pas rigide.)

Pour la question 3, si le sous-espace linéaire est en quel-
que sorte « aléatoire » par rapport aux sous-espaces propres
positifs et négatifs de Q, alors la « plupart » des choix de n, j, k
auront un P,(j,k) non rigide. Pour plus de précision, on défi-
nit v, comme le nombre d’entiers j,k=1,...,n-1 pour lesquels
P, (k) est rigide. On a alors
Conjecture : %Lrg (—;_17 =

Outre ces questions générales, nous mentionnons égale-
ment comment nos résultats concordent avec d'autres con-
jectures et résultats. Whiteley [14] émet la conjecture a l'effet
que si on a une charpente de tenségrité dont les sommets
sont les sommets d'un polyedre convexe P, dont les cibles
sont tous des arétes de P, et dont les étais se situent a l'inté-
rieur de P, alors toute autocontrainte propre pour cette char-
pente de tenségrité est positive semi-définie. Il apparait que
les tenségrités prismiques P,([4],1) (ot [%] est le plus grand
entier plus petit ou égal 4 3 appartiennent a cette catégorie,
et confirment la conjecture dans ce cas trés particulier.
D’autre part, la plupart des tenségrités prismiques n'appar-
tiennent pas a cette catégorie puisque les cibles ne se situent
pas sur les arétes de 1'enveloppe convexe des sommets, et on
sait déja que les P,(j,1) sont de toute fagon globalement
rigide.
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Nous signalons ici une généralisation simple de notre ré- !
sultat (que P,(j,1) est globalement rigide). Il apparait que si
on effectue une quelconque transformation projective de
l'espace tridimensionnel qui n'améne aucun sommet a l'in-
fini, alors la charpente de tenségrité résultante, P,(j,1) aura
erncore une contrainte avec une matrice de contrainte posi-
tive semi-définie de nullité 4. Voir [13]. Si I'image du segment
de droite correspondant a un membre de P,(j,1) a une inter-
section avec le nouveau « plan a l'infini », on renverse alors le
role d’étai et de cible dans ce membre. Autrement, il de-
meure le méme. Ayant cela en téte, B, (j,1) est alors encore
globalement rigide. On trouve un exemple a la figure 9.

(La figure 10 dans le texte de Hinrichs [10] en est un autre
exemple.)

Enfin, nous signalons un autre point de vue de notre ap-
proche. 1l apparait que notre matrice de contrainte Q peut
étre exprimée comme une combinaison linéaire de matrices
de permutation correspondant aux permutations des som-
mets provenant du groupe diédre des symétries. Ces permu-
tations peuvent étre considérées comme une « représentation
linéaire réguliére du groupe diedre ». On sait bien que ces
représentations (voir par exemple [2, page 110]) sont la
somme directe de représentations connues de degré deux.
Par conséquent, la méme combinaison linéaire de représen-
tations de degré deux nous donne des blocs d'ordre deux
qu'on peut utiliser dans le calcul des valeurs propres, de
facon similaire a ce qui a été fait a la section IV. Cela suggere
une approche analogue pour d'autre tenségrités avec d'autres
groupes de symétries. J—

La figure 10 montre d'autres exemples de tenséggztEs “%.)
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