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Introduccién

Estas notas tienen dos objetivos principales. El primero de ellos es responder
de manera rapida a la pregunta “;De qué trata la teoria de representaciones?”
Para responder a esta trataremos de explicar mediante ejemplos cuales son los
resultados mas importantes de esta teoria y los problemas que trata de resolver.
Es por esto que el contenido de estas notas es sumamente informal y se le da
preferencia a los ejemplos sobre las demostraciones. En pocos resultados se da
una demostracién, y en los que se da, se omiten los detalles mas técnicos de la
misma. Esperamos que los ejemplos y las explicaciones presentadas aqui sean
suficientes para dar al lector una idea intuitiva, pero clara, del material cubierto.

El segundo objetivo de estas notas es que sirvan como guia al lector interesa-
do en iniciar un estudio serio de la teoria de representaciones. Muchas veces, al
iniciar el estudio de un tema nuevo, es dificil comprender la motivaciéon subya-
cente en las definiciones abstractas y los lemas técnicos. También es complicado
conocer de antemano la direccién que se va a tomar, asi como distinguir entre
los resultados técnicos y los importantes. La idea es que, despues de leer estas
notas, el lector pueda iniciar el estudio de la teoria de representaciones con una
idea clara de la direccién que se quiere tomar, y pueda distinguir facilmente la
“paja” del material importante para la teoria.

Hablemos ahora acerca del material que cubren estas notas. En la prime-
ra seccién enunciaremos el célebre teorema de Peter-Weyl, el cual puede ser
considerado como una generalizacién de la teoria de Fourier en el circulo S*.
Recordemos que la teorfa de Fourier nos dice que las funciones {f,(z) = e"*}
forman una base de Hilbert para L?(S!). La relacién entre este resultado y
la teoria de representaciones es la siguiente: Sea G un grupo compacto, y sea
(m, V) una representacion irreducible de G, es decir un morfismo

m:G— GL(V)

tal que los Unicos subespacios invariantes de V son {0} y V. Dada una base
{v1,...,v,} de V, podemos asociar a cada elemento g € G una matriz w(g)



con coeficientes en C. Observemos que cada uno de estos coeficientes define,
de esta manera, una funcién en el grupo. Llamaremos a este tipo de funcio-
nes las funciones coeficientes de G. En el caso de S' las funciones coeficiente
son precisamente las funciones f,(z) = e*, por lo tanto la teorfa de Fourier
nos dice que las funciones coeficiente de S' forman una base de Hilbert para
L?(S'). El teorema de Peter-Weyl nos dice que el mismo resultado es vélido
para cualquier grupo compacto G. Terminaremos esta seccion dando algunas
indicaciones sobre como obtener, dado un grupo compacto G, todas sus repre-
sentaciones irreducibles.

En la segunda seccion veremos como relacionar la teoria de representaciones
de un grupo reductivo G, no necesariamente compacto, con el espacio L*(G).
Esta es la seccién mas informal de todas, pero nos dard la motivacién para
estudiar los temas que trataremos en las secciones tres y cuatro. Sea G un
grupo de Lie, definiremos su espectro unitario como

G Clases de equivalencia de las representaciones
a unitarias irreducibles de G

EL teorema de Peter-Weyl nos dice que si G es un grupo compacto, entonces
el espacio L%(G) es generado por las funciones coeficiente de los elementos de
su espectro unitario. Desafortunadamente este teorema es falso si G no es
compacto, por ejemplo, sea G = R, entonces

G = {(me,Ve) | € €R, dim Ve = 1 y 7e(2)v = €%v para toda v € V¢},

y sus funciones coeficiente son, por lo tanto, las funciones fe¢(x) = %%, ¢ € R.
Sin embargo estas funciones no generan al espacio L?(R), porque, para empezar,
ni siquiera son cuadrado integrables. A pesar de todo existe una manera de ge-
neralizar la teorfa de Fourier de S' aR. Sea f € C*°(S1), y definamos para cada

nez~S={(r,V,)|ne€z dimV, =1, m,(z)v = ™%y para todo v € V, },
fn)= [ flw)e™ da,
Sl
entonces, de acuerdo con la teoria de Fourier para S*,
fl) =Y fn)e,

nez

en particular,

F0)=>" fn). (1)

nez

Este es el resultado que podemos generalizar para R, sea f € C°(R), y defina-
mos

ﬂo:AﬂwﬁWa

para todo £ € R. Entonces

ﬂ®:4ﬂ0&~ 2)



Observemos que la diferencia entre ecuaciones (1) y (2) es que en la primera
estamos usando la medida puntual en Z, mientras que en la segunda estamos
usando una normalizaciéon de la medida de Lebesgue en R. Por lo tanto, para
generalizar este resultado al caso en el que G es un grupo reductivo, necesitamos
encontrar una medida p en G’, llamada la medida de Plancherel, tal que

fle) = /G 0,.(f) du(),

donde e € G es la identidad en el grupo y ©,(f) es el caracter de un represen-
tante de v, es decir

O5(f) = tr (my(f))

donde 7 (f) = [, f(g)m(g) dg.

Las secciones tres y cuatro son de un corte marcadamente mas técnico que
la secciones anteriores. Sin embargo esperamos que los ejemplos y resultados
de las secciones uno y dos nos den una motivacién para estudiar los temas que
presentamos en estas secciones.

La seccién tres estudia la estructura interna de los grupos semisimples. Re-
codemos que dado un grupo de Lie GG, le podemos asociar el dlgebra de Lie de
los campos vectoriales invariantes por la izquierda g = Lie(G) := X(G)¢. En
general es mucho mas sencillo entender la estructura del algebra de Lie asociada
a G que entender la estructura del grupo mismo, y es aun mas sencillo entender
la estructura de su complexificacién gc = g® C. En particular si G es un grupo
semisimple, entonces gc es una algebra semisimple y compleja, y por lo tanto
su representaciéon adjunta

ad : gc — gl(ge),

dada por ad(X)(Y) = [X, Y], es una representacidn fiel, es decir, Ker ad = {0}.
Sea hc C gc una subalgebra maximal entre las subalgebras de gc que son
abelianas y tales que todos sus elementos son diagonalizables bajo ad. A toda
algebra con estas caracteristicas se le llama una subalgebra de Cartan. Como
todos los elementos de h¢ conmutan entre si, es posible encontrar una base
de gc que diagonaliza simultaneamente a todos los elementos ad(H), H € hc.
La descripcién de gc en términos de esta base es fundamental para el estudio
de las &lgebras de Lie semisimples. Una vez estudiadas las algebras de Lie
semisimples y complejas procederemos a estudiar las formas reales de gc, es decir
las algebras de Lie reales g tales que gc = g @ ig. En esta seccién indicaremos
las descomposiciones de Cartan, Iwasawa y Gelfand-Naimark de un algebra
de Lie real semisimple g, y usaremos la relaciéon entre un grupo de Lie G y
su algebra de Lie asociada para dar las correspondientes descomposiciones de
G. La seccién termina con el estudio de los subgrupos parabdlicos de G, los
cuales son fundamentales en el estudio de las representaciones irreducibles de
G y son una pieza fundamental de la “filosofia de las formas cuspidales” de
Harish-Chandra.

La seccion cuatro estudia las representaciones irreducibles de un grupo re-
ductivo G. Empezaremos introduciendo la teoria de los (g, K')-médulos, que nos



permite olvidarnos de los aspectos analiticos de la teoria de representaciones de
grupos reductivos, y concentrarnos en los aspectos algebraicos. Después estudia-
remos la serie principal de representaciones, que es una serie de representaciones
inducidas a partir de los subgrupos parabdlicos minimos, también conocidos co-
mo subgrupos de Borel, y enunciaremos el teorema de la subrepresentacion de
Casselman, que nos dice que toda representacion irreducible se puede obtener
como un submodulo de un elemento de la serie principal de representaciones.

Sea (7, H) una representacién de G, donde H es un espacio de Hilbert. Dire-
mos que (7, H) es cuadrado integrable si sus funciones coeficiente son cuadrado
integrables. En otras palabras, si v,w € V, definamos ¢, ,(g) = (7(g)v,w).
Decimos que (m, H) es cuadrado integrable si

/ ‘Cv,w(9)|2d9<00 Yo, w € H.
G

Por otra parte, diremos que (7, H) es una representacion templada, si
/ |Cv,w(9)|2+€ dg < o0 Yv,we H, Ve>D0.
G

La “filosofia de las formas cuspidales” nos dice que todas las representaciones
templadas provienen de inducir una representacion cuadrado integrable sobre
un subgrupo parabdlico cuspidal. Por otro lado, el teorema de clasificacién de
Langlands nos permite obtener todas las representaciones irreducibles de G a
partir de inducir sobre las representaciones templadas de sus subgrupos parabdli-
cos. Juntando estos dos resultados podemos reducir el problema de clasificar
las representaciones irreducibles de un grupo reductivo G al problema de cla-
sificar las representaciones cuadrado integrables de sus “subgrupos parabdlicos
cuspidales”.

La teoria de representaciones es una teoria extensa y compleja. El material
presentado aqui no es mas que una pequena parte de los temas que abarca.
Los temas aqui cubiertos fueron elegidos por razones puramente personales y
facilmente se puedo haber dado a estas notas una direccién completamente
diferente. Esperamos, sin emgargo, que sirvan como una introduccién rapida
a la teorfa de representaciones y que puedan servir como una brijula al lector
interesado en sumergirse en este tema.

1. El Teorema de Peter-Weyl

EL teorema de Peter-Weyl es uno de los resultados mas importantes en la
teoria de representaciones. Este teorema relaciona la teoria de representaciones
de un grupo de Lie compacto G con el espacio L?(G) de las funciones cuadrado
integrable. Empezaremos esta seccién dando las definiciones béasicas de grupo y
algebra de Lie y la relacién entre un grupo de Lie y su algebra, y estableceremos
la notacién que usaremos en esta seccién.

En la siguiente subseccion estudiaremos las representaciones de los grupos
de Lie, con especial énfasis en el caso en el que nuestro grupo G es compacto.



Nuestro objetivo en esta subseccién es descomponer L?(G) como una suma di-
recta de representaciones irreducibles de G x G bajo la accion regular por la
izquierda y por la derecha. Para hacerlo primero definiremos los conceptos de
representacion irreducible, completamente reducible y representacion unitaria.
Después observaremos que si G es compacto, entonces toda representacién de G
es unitaria y que todas las representaciones irreducibles de G son de dimensién
finita. Ahora dada una representacién irreducible de G, sus funciones coeficien-
tes forman una representacién irreducible de G x G bajo la accién regular por
la izquierda y la derecha, y por lo tanto forman una componente irreducible de
L?*(G). Finalmente el teorema de Peter-Weyl nos dird que la suma directa de
todas estas componentes es suficiente para generar el espacio de las funciones
cuadrado integrables.

Del teorema de Peter-Weyl vemos que para entender el espacio L?(G) de-
bemos conocer todas las representaciones irreducibles de G. En la tdltima sub-
seccién observaremos que todas las representaciones irreducibles de G, con G
compacto y conexo estan en relacién 1-1 con la representaciones irreducibles y
de dimension finita de su algebra de Lie. Ademaés observaremos que las algebras
de Lie de un grupo compacto son reductivas. Por lo tanto podemos reducir
el problema de calcular las representaciones irreducibles de G al problema de
calcular las representaciones irreducibles y de dimensién finita de las dlgebras
de Lie reductivas.

1.1. Preliminares

Definicién 1.1 Un grupo de Lie es un grupo G con una estructura de variedad
diferenciable que es compatible con las operaciones de multiplicacion y tomar
inversa, es decir, la funcion

w:GxG—G

(z,y) — 2y~
es diferenciable.

Dado un elemento a € G podemos dos funciones

L,.:G—@G y R, G— @G

Tr — ar r = Ia

del grupo sobre si mismo. Estas funciones son difeomorfismos del grupo bajo la
estructura de variedad diferenciable y se llaman multiplicacion por la izquierda
y multiplicacion por la derecha respectivamente.

Definicién 1.2 Una dlgebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una

operacidn bilinear [-,-] : g X g — @, llamada el braquet de Lie, con las siguientes
propiedades
1. [X,Y]=-[Y, X] (Antisimetria)



2. [ X,V Z)|+ Y, [Z2,X]]+ [Z,[X, Y]] =0 (Identidad de Jacobi)
para todo X,Y,Z € g.
Sea G un grupo de Lie, y sea
g = Lie(G) := %(@)“

el espacio de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda. Este
espacio tiene una estructura natural de algebra de Lie dada por el conmutador
de campos vectoriales, [X,Y] = XY — Y X y lo llamaremos el Algebm de Lie
asociada a G

Teorema 1.3 Dada un dlgebra de Lie g existe un tnico (hasta isomorfismo)
grupo de Lie G con la propiedad de ser conexo, simplemente conexo y tal que

Lie(G) = g. Ademds, si G es otro grupo de Lie tal que Lie(G) = g, entonces
existe un homomorfismo cubriente p: G — G

1.2. Representaciones de Grupos de Lie

Definicién 1.4 Sea G un grupo de Lie y sea V' un espacio vectorial topoldgico
localmente convexo (EVTLC). Una representacion de G en 'V es un homomor-
fismo

m: G — GL(V)

que es continuo en la topologia fuerte de V', es decir, la funcion (g,v) — w(g)v
es continua. En este caso decimos que (m,V') es una representacion de G.

Ejemplo 1.5 A) Sea G = S, y sea

7: S — GLy(C)
0w [cos@ —sin@}

sinf  cosf

Entonces (7, C?) es una representacién de S*.

B) Sea G = SL,(R) y consideremos la representacién dada por asignar a
cada elemento de G la transformacién linear que representa. Este representacion
es llamada la representacion de definicion de G = SL,,(R).

Definicién 1.6 Decimos que dos representaciones (w,V), (o, W), son equiva-
lentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales T : V — W que conmuta
con la accion del grupo, es decir el siguiente diagrama es conmutativo

v oy
T O T.

w 7(g) w

(=)



Ejemplo 1.7 Consideremos las siguientes dos representaciones de R*,

] )

es claro que estas dos representaciones son equivalentes.

Definicién 1.8 Sea (m, V) una representacién de G. Decimos que W C V es
un espacio invariante si w(g)W C W para todo g € G.

Definicién 1.9 Decimos que una representacion (w,V) de G es irreducible si
los dnicos subespacios invariantes son {0} y V.

Lema 1.10 (Lema de Schur) Supongamos que (7, V') es una representacion
irreducible de G y sea T € End(V) una transformacidn equivariante, es decir
7w(9)T = Tn(g), para todo g € G. Entonces T = AId

Demostraciéon. Para probar este lema observemos que siempre es posible
encontrar un eigenvalor A de T. Por lo tanto Ker(T — AId) # {0}. Como
Ker(T — AId) es un espacio invariante bajo la accién de G y V es irreducible,
concluimos que Ker(T — AId) =V, es decir T = \Id. O

Definicién 1.11 Decimos que una representacion (w, V') es completamente re-
ducible si existen subespacios invariantes V; C V,j =1,...,1 tales que V;NV; =

{0} vy
V=aV,

Observemos que no todas las representaciones son completamente reducibles,
por ejemplo la representacion

m: R — GL(2,R)

Hlx
t 0 1

no es completamente reducible.

Definicién 1.12 Sea H un espacio de Hilbert. Una representacion (w, H) se
dice que es unitaria si w(g) es un operador unitario para todo g € G, es decir si

(m(g)v, m(g)w) = (v,w) Vg€ G.

Observemos que si dim H < oo, entonces toda representacién unitaria es
completamente reducible, ya que si V' C H es un subespacio invariante, entonces
V1 también es invariante.

Supongamos a partir de ahora que G es un grupo compacto, y sea (mw, H)
una representacién de G en el espacio de Hilbert H con producto interior (-, -).
Definamos un nuevo producto interior (-,-) en H mediante

(v, w) = /G (n(g)v,w(g)w) dg



donde dg es la medida de Haar en G. Como G es compacto, Vol(G) < oo y
la integral que define el nuevo producto interior converge para toda v,w € H.
Resulta entonces facil comprobar que

(r(z)v, m(z)w) = / (m(g)v, m(gr)w) dg

G

- [ rlpo.rlg)u)dg = (v.w),
G

es decir (m, H) es una representacién unitaria con respecto a este producto
interno. (Aqui hemos usado que como G es compacto, entonces es unimodular,
es decir las medidas de Haar por la izquierda y por la derecha son iguales).
Este es el llamado “truco unitario” de Weyl. Podemos notar que usando
este truco podemos asumir que cualquier representaciéon de un grupo de Lie
compacto es unitario y por lo tanto cualquier representaciéon de dimensién finita
es completamente reducible, de hecho también tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.13 Sea G un grupo compacto, y sea (7, H) una representacion uni-
taria irreducible de G. Entonces dim(H) < oo.

Ejemplo 1.14 A) Sea G = S'. Entonces todas las representaciones unitarias
irreducibles de G son de la forma 6 — ¢, n € Z.

B) Podemos definir dos acciones de G en el espacio L?(G), llamadas la accidn
reqular por la derecha y accion reqular por la izquierda definidas respectivamente
por

(La- (@)= fla™'2) vy (Ra-f)(2)= f(za)

Si G es unimodular, entonces

(Lo f, Loh) =

N

Lof(x)Loh(x) dx = / fla=1z)h(a ) dx
G G

:/?G%@Mx:6ﬁ>
G

= /Gf(za)h(xa) dr = <Rafa Rah’>'

Juntando estas dos acciones obtenemos una representacién unitaria de G x G
en L(G).

Observemos que considerado como un espacio de Hilbert

L2(51) _ @ (Ceme
ne”Z

y el espacio generado por cada e es invariante bajo la accién regular, es decir,

L?(S') es generado por las funciones que obtenemos de las representaciones

irreducibles de S*.



En general tenemos la siguiente construccién. Sea G un grupo compacto,
y sea (m, H) una representacién unitaria e irreducible de G. Dados v,w € H,
definimos una funcién ¢, ., : G — C mediante

Cow(9) = (T(g)v, w)
las funciones ¢, ,, se llaman las funciones coeficientes de la representacion.

Observacién 1.15 Si (7, V), (o, W) son dos representaciones equivalentes, en-
tonces el espacio generado por sus funciones coeficiente son iguales.

Hay otra manera ligeramente distinta de ver a las funciones coeficiente. Sean
v,w € H y definamos T, ,, € End(H) ~ H ® H* mediante

Ty w(uw) = (v, w)w
entonces
tr(m(g) "' T) = Tr(u = (0, u)m (g~ )w)
= (v, 7(9)"Mw) = (7(9)v, w) = cv,u(9)
Teorema 1.16 Sea (7, H) una representacion unitaria de G. Definamos una
accion de G x G en End(H) mediante (g,h) - T = w(g)Tw(h)™!, y sea
A: End(H) — L*(G)
T (g9 Te(n(9)'T)

Entonces A en una transformacion lineal G-equivariante.

Definicién 1.17 Dada una representacidn (w, H) definimos el caracter de la
representacion como la funcion x(x) = Tr(w(x)). Observemos que esta funcion
tiene la carateristica de que x(grg™') = x(z)

Teorema 1.18 (Relaciones de Ortogonalidad de Schur) Sea H un espa-
cio de Hilbert de dimensidn finita y definamos un producto interno en End(H)
mediante (T, S) = Tr(T*S).

A) Si (71, Hy), (w2, Ha) son dos representaciones irreducibles e inequivalen-
tes de G. Entonces para todo T € End(Hy), S € End(Hs)

(A(T),A(S)) =0 en L%(G)

B) Si S,T € H, entonces

(A(S), A(T) = 5(5.T)

donde d = dim H



Definicién 1.19 Sea G un grupo de Lie, definiremos su espectro unitario como
el conjunto

A Clases de equivalencia de las representaciones
G = Lo .
unitarias irreducibles de G

Estos tdltimos resultados y definiciones nos dicen que existe un encaje

P AH, ® H,") € L*(G)
76@

que ademsds es G x G equivariante. El teorema de Peter-Weyl nos dice que este
en encaje es, de hecho, suprayectivo.

Teorema 1.20

12(G) = @AH, © H,") = @ A(End(H,)

76@ veé
Ademds, si f € C*(G), entonces @'yeéf’Y — f uniformemente, donde f, es la
proyeccion de [ al espacio A(End(H.,)).

Nos gustaria hacer una par de comentarios acerca del teorema de Peter-Weyl.
Podemos definir una accién de g en C*°(G) mediante

(Xf)(9) J(gexptX)

dt|,_,

y podemos extender esta accién hasta definir una accién de U(g), el dlgebra
universal envolvente de g, que de esta manera se identifica con el espacio de ope-
radores diferenciales invariantes por la izquierda en G. Observemos que, usando
esta identificacién, el espacio de operadores diferenciales invariantes tanto por
la izquierda como por la derecha es precisamente el centro del algebra universal
envolvente, Z(g). El lema de Schur nos dice que cada X € Z(g) actia como
multiplicacién por escalar en cada una de las componentes H, ® H," y por tanto
si tenemos una ecuacién diferencial en G que resulta ser bi-invariante bajo la
accion del grupo, entonces podemos reducir el problema de resolever esta ecua-
cién diferencial a resolver una serie de ecuaciones algebraicas. Es un principio
general de la fisica que las ecuaciones que definen las fuerzas fundamentales
de la naturaleza deben permanecer invariantes bajo las simetrias del espacio.
En el caso de un grupo de Lie G esto significa que deberfan poderse expresar
usando operadores diferenciales bi-invariantes. Observemos que, en particular,
el elemento de Casimir de g actia en G como el operador de Laplace y siempre
se encuentra en Z(g).

Ejemplo 1.21 En el caso cuando G = S! tenemos que

0

mn
— ¢
ox

10



y por lo tanto
82
o2 ©
82

y estos son los tnicos eigenvalores del laplaciano A = 75—

inT _ _n2 gine

1.3. Clasificacion de las representaciones irreducibles de
un grupo de Lie compacto

Definicién 1.22 Sea g un dlgebra de Lie, y sea V un EVTLC. Una represen-
tacion de g en V es un homomorfismo

m:g— gl(V)

es decir m([X,Y]) = [n(X),n(Y)] = n#(X)7(Y) — 7(Y)7n(X), que ademds es
continuo en la topologia fuerte de operadores.

Podemos definir las nociones de representacion irreducible, completamente
reducible y representacién unitaria de manera similar al caso de representaciones
de grupos. Observemos que en este caso una representacion es unitaria si

(Xv,w) + (v, Xw) =0 para todo v,w € V, X € g

Teorema 1.23 Si G es un Grupo de Lie compacto y conexo, entonces las re-
presentaciones irreducibles de G estdn en correspondencia 1-1 con las represen-
taciones irreducibles de g de dimension finita.

Si (w, H) es una representacién de G de dimension finita, llamaremos (dm, H)
a la correspondiente representacién de g, estas representaciones estan relaciona-
das mediante

d
— m(exptX) = dm(X).
dt|i—g
m(exptX) = exp(tdm (X))
Si G es un grupo compacto y conexo, entonces (Ad, g) es una representacion
de dimension finita de G y por tanto es completamente reducible ya que usando

el “truco unitario” podemos considerar que es unitaria. De aqui concluimos que
(ad, g) también es completamente reducible.

Definicién 1.24 Una dlgebra de Lie g se dice que es reductiva si (ad,g) es
completamente reducible.

Definicién 1.25 Un grupo G se dice que es reductivo si su dlgebra de Lie g es
reductiva.

Observacion 1.26 Si G es un grupo compacto, entonces g y por lo tanto G
mismo son reductivos.

11



Teorema 1.27 Si g es reductiva, entonces

g=1((g) @[99

donde ((g) es el centro de g y [g,g] es semisimple.

Supongamos que g es un dlgebra de Lie reductiva, y sea (m, V) una repre-
sentacién irreducible de g. Entonces el lema de Schur nos dice que si X € ((g)
entonces X actia como un escalar, y por lo tanto existe A € ((g)* tal que
m(X) = A(X)Id para todo X € ((g). De aqui concluimos que V es irreducible
como una representacién de [g, g] y por lo tanto las representaciones irreducibles
de una algebra de Lie reductiva consisten de una representacién irreducible de
[g,9] v un elemento de ((g)*.

Definicién 1.28 Sea g un algebra de Lie. Podemos definir en g una forma
bilineal simétrica, llamada la forma de Cartan-Killing, mediante la formula

B(X,Y) = Tr(ad(X)ad(Y)).

Definicién 1.29 Una dlgebra de Lie real g, se dice que es compacta si su forma
de Cartan-Killing es no degenerada y negativa definida.

Teorema 1.30 A) Si G es un grupo de Lie compacto tal que su dlgebra de Lie
gy es semisimple, entonces g, es un dlgebra de Lie compacta.

B) Si g = Lie(G) es un dlgebra de Lie compacta, entonces G es un grupo
compacto.

Teorema 1.31 Si g es un dlgebra de Lie compleja y semisimple, entonces g
tiene una forma real compacta, es decir, existe un dlgebra de Lie real compacta
gu tal que g = gy D gy vista como un dlgebra de Lie real.

Ejemplo 1.32 Sea
g= 5[2(@) = {A S M2><2(C) |tI‘A = 0} = Span{H, E,F}

donde

y sea

. 0 0 -1 0 1
sty = {A € Myyo|A +A=0}:Spa“{“ —z‘Hl 0 H é]}

7

Entonces g,, := susy es una forma real de g, ya que es claro que g = g, Big,. Ob-
servemos que consideradas como algebras de Lie reales sl2(R) = Spang {H, E, F'}
y Sl no son isomorfas, sin embargo sus complexificaciones si lo son.
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De estos resultados vemos que hemos simplificado el problema de encontrar
todas las representaciones irreducibles de un grupo de Lie compacto G al pro-
blema de encontrar todas las representaciones irreducibles y de dimensién finita
de un algebra de lie semisimple g. Ahora para completar el programa esta-
blecido por el teorema de Peter-Weyl aun quedarian por resolver los siguientes
problemas

1. Clasificar todas las algebras de Lie Simples. Killing practicamen-
te resolvié este problema, sin embargo en su trabajo nunca construyo
las algebras excepcionales sino que simplemente indico que podian haber
algebras de Lie ademds de las algebras de Lie clasicas. Finalmente fue
Cartan en 1894 quien construyo cada una de las algebras excepcionales y
ademsds clarificé y simplificé el trabajo de Killing haciendo sus resultados
mas accesibles y féciles de entender.

2. Clasificar todas las representaciones irreducibles de dimension
finita de la Algebras de Lie semisimples. Cartan y Weyl fueron
los principales encargados, en el primer cuarto del siglo XX, de dar una
clasificacién de estas representaciones. Para lograrlo utilizaron el sistema
de pesos y raices asociados a una representacion y demostraron que estas
representaciones estan en correspondencia 1-1 con los pesos dominantes y
enteros con respecto a una subalgebra de Cartan establecida de antemano.

3. Describir Z(g) y los caracteres asociados con las representaciones
irreducibles. El isomorfismo de Harish-Chandra establece un isomorfis-
mo entre Z(g) y S(h)" el dlgebra de polinomios en h invariantes bajo la
accién de W donde h C g es una subalgebra de Cartan y W es el corres-
pondiente grupo de Weyl. Harish-Chandra demostré este resultado como
parte de su extraordinario trabajo en teoria de representaciones y anélisis
harmoénico de grupos reales reductivos que desarrollo principalmente entre
los anos 50-70.

2. La medida de Plancherel

En la seccién anterior vimos el teorema de Peter-Weyl, el cual dado un grupo
compacto G que nos permite expresar L?(G) en términos de las representaciones
irreducibles del grupo. Desafortunadamente el teorema de Peter-Weyl tal como
se expresd en la seccién anterior no se puede generalizar al caso donde G no es
compacto. Sin embargo es posible obtener informacién acerca de L?(G) usando
la teoria de representaciones de G y la medida de Plancherel, la cual es una
medida en el espectro unitario G de G.

En la primera subsecciéon enunciaremos de manera explcita el problema de
Plancherel, y utilizaremos los resultados obtenidos en la secciéon anterior para
resolver este problema en el caso en el que G es un grupo compacto.

En la segunda subseccién definiremos los que es una medida espectral y
veremos que es mas conveniente pensar en la medida de Plancherel como una

13



medida espectral en (G), con valores en el espacio de las proyecciones ortogonales
de L?(G).

En la tercera subseccién describiremos la descomposicién espectral de L?(R)
y observaremos como el problema de Plancherel es, en este caso, equivalente con
la férmula de inversiéon de Fourier, entre otros resultados.

Finlamente en la 1ltima subseccién indicaremos como podemos abordar el
problema general de Plancherel en el caso en el que G es un grupo reductivo.

2.1. El problema de Plancherel

El problema de Plancherel es encontrar, de manera explicita, una medida p
en GG de tal manera que

€)= [ 0(5)dunta)
donde ©,(f) es el caracter de un representante de v, es decir

O, (f) = tr (7 (f))
donde m,(£) = [ £(9)m,(9) dy.

Teorema 2.1 Sea G un grupo de Lie compacto, entonces

fle) = Z O, (f)d(v), donde d(y) = dimuv,

WEG

Por lo tanto en este caso la medida de Plancherel es la medida puntual en G
con p(y) = d(v).

Observacion 2.2 En este caso, por definicién
0,(f) = Tr(m, () = T+ [ flom(9)dg
G
= / f(9)Tr(my(9)) dg = / f(9)x+(9) dg.
G G

Demostracién. (Medida de Plancherel para grupos compactos) El
teorema de Peter-Weyl nos dice que

L*(G) = @End(Vw)
~e@

y ademds cada End(V5) es irreducible como G x G modulo. Recordemos que
tenemos un morfismo equivariante

A, End(V,) — L*(G)
T — (9 Tr(x(g)T),

14



pero ademéds también tenemos un morfismo

7, L*(G) — End(V,)
f= Ww(f)

que también resulta ser G x G equivariante. Por lo tanto
Ay omy t Ay (End(V;)) € L*(G) — A, (End(V;))
es un morfismo G x GG equivariante. Entonces, por el lema de Schur
A, omy = cyId,.

Tratemos de calcular c,. Observemos que

Xv(9) = x4(g7") = tr(my(9)~'1d,)

Por lo tanto x5 € A,(End(V5)) de donde conluimos que

X+ (9) = extr(my (9) 7', (07))

en particular

d() = x~(e) = eytr(my (X7))
=¢,Tr /G X~(9)m(9) dg

= ¢y / x+(9)x+(9) dg
G

=y (Xq, Xv) = Cy

donde en la ultima linea hemos usado las relaciones de ortogonalidad de Schur.
Juntando estos resultados vemos que para todo f € L%(G)

flg) = d(v)tr(my(9) 'y (£))

WGG

en particular

fle) = dte(my () = > 0,(f)d(7)
veQ ~e@
O

Observacion 2.3 Aunque estas formulas tienen sentido formalmente, algunas
de las integrales usadas aqui podrian no converger si f es cualquier funcién en
L?(G), sin embargo estas ecuaciones son correctas si nos restringimos al llamado
espacio de Schwartz de G, o en particular si f es una funcién differenciable con
soporte compacto.
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Ejemplo 2.4 Sea G = S'. Entonces G=12, y las representaciones irreducibles
estan dadas por

Por lo tanto

F) =Y wr(ma(—y)ma())

neEZ

=Y titma(=) [ @) (a)da)

ne”Z

= [ faptrate - ) da

nez

= Z e Y /1 f(z)e™ dx
0

ne”Z

= > e ®

nez

y por lo tanto

Ejemplo 2.5 Sea G = R, entonces G = R, y las representaciones unitarias
irreducibles estan dadas por

Te(x)ve = 2% pg.

Nos gustaria escribir una formula similar a (3) para este grupo, desafortunada-
mente x — €>™%? no es una funcién cuadrado integrable de R. Por lo tanto
no es posible descomponer L?(R) como una suma directa de sus componentes
irreducibles, porque los elementos que deberian formar estas componentes irre-
ducibles no estdn en L?(R). Sin embargo si es posible descomponer L?(R) como
una integral directa. Investiguemos este concepto mas cuidadosamente.

2.2. Medidas espectrales

Definicién 2.6 Sea X un espacio topoldgico localmente compacto, Q) una o-
dlgebra de subconjuntos de X, y H un espacio de Hilbert, una medida espectral
para (X,Q, H) es una funcion p : Omega — End(H) tal que

1. Para cada A en Q, u(A) es una proyeccion ortogonal,
2. p(0) =0y puX)=1Id,
3. u(A1 N Ag) = pu(Ar)(Az) para cada Ay, Az € Q
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4. St {A,}22, son subconjuntos disjuntos por parejas de 2, entonces

p(J An) =D w(An)
n=1 n=1

Teorema 2.7 Sea H un espacio de Hilbert, y sea
T-H—H
un operador normal, es decir, TT* = T*T. Definimos el espectro de T como
o(T) = {\ € C|T — A\Id no es invertible}

Entonces o(T) es compacto, y existe una medida espectral dz en o(T) tal que

T = / xdx.
a(T)

T : L*([0,1]) — L*([0,1])
f = T(f)

2 2f ()

Ejemplo 2.8 Sea

Entonces o(T) = [0, 1]. Definamos una medida espectral dz mediante
d.Z‘(A)f = 1Af

donde A C [0, 1] es un conjunto de Borel, y 14 es la funcién indicadora en A

T= / rdx,
[0,1]

1 N
T() = ([ wda)():= Jim (37 K/N dol(k = 1/N.K/N])f)
k=1

Entonces

donde definimos

N—o0

N
lim (Z k/N 11 /nk/n1S)s
k=1

de aqui vemos que T'(f)(z) = 2 f(x) De hecho podemos reescribir esta ecuacién
como

T(f)=(/Olfcdm)(f)Z/olwdx(f)=/01xfxczsv

donde f, = 1,f y dz es la medida punctual en [0, 1]. Por lo tanto

T(f)(y) = / 2 foly) dz = yf(y)
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2.3. Descomposicién espectral de L*(R)

Regresando al caso donde G = R y usando las ideas que vimos en la seccién
anterior queremos ahora escribir una ecuacién andloga a la ecuacién (3) de la
forma

f(y) = / e 2 f(6) de =f(—y). (4)

Pero esta ecuacion es precisamente la formula de inversiéon de Fourier. Obser-
vemos nuevamente que aunque la teorfa de Fourier se puede definir en L?(R) la
ecuacién (4) no es valida para todas las funciones f € L?(R). Sin embargo si
nos restringimos al espacio de Schwartz

m

SR)={feC>] sup{(ler)”jx—mf(x)\n,mGN,xER} < oo}

entonces todo funciona perfectamente.
Ahora pensemos en la ecuacién (4) usando la teorfa de las medidas espec-
trales. Observemos que si

(y) = Ly : L*(R) — L*(R),

donde (L, f)(z) = f(z — y), entonces m(y) es un operador unitario en L*(R).
Ahora nos gustarfa definir una descomposicién espectral de 7 (y) como

= d
(o) = [ melw)de
de tal manera que si f(z) = [; fe(z)d§ := [, e~ 2™z £(£) d¢ entonces

_ _ 2mits

m(0)1(@) = [ meetordc = [ @ pe(o) de
_ / e27ri£ye—27rifacf(£) df _ / e—27ri§(:v—y)f(£) df
R R

- [ fea =) de = so =),

es decir en cada “componente £” 7(y) actia como e2™*¢¥. Por otro lado

(n() ) (&) = / Te(me () e (n(y) ) dé

R

y por lo tanto

(=) )(0) = f(—y) = / Te(me (n(y) ) de
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2.4. La medida General de Plancherel

;,Que deberiamos hacer en general?

Sea G un grupo de Lie, y sea G su espectro unitario. Sea & € G y sea (me, He)
un elemento en la clase de equivalencia de £. Consideremos el espacio de Hilbert-
Schmidt asociado a He, HS(Hy), es decir el conjunto de los operadores lineales
T : He — H¢ tal que T*T es de la clase de traza. Si T estd en el espacio
de Hilbert-Schmidt y T" es de la clase de traza, entonces podemos definir una
funcién A¢(T) mediante

A¢(T)(x) = Tr(me(2)~'T)
En la imagen de A¢ definimos un producto interior mediante
(Ae(T), Ae(9)) = Te(T5).

Tomemos la completacién de este espacio de funciones con respecto a este pro-
ducto interior, y extendamos A al espacio de Hilbert-Schmidt de H¢ por con-
tinuidad.

Ahora observemos que si f € C°(G), entonces m¢(f) es de la clase de
traza y por lo tanto esta en el espacio de Hilbert-Schmidt de H¢. Por lo tanto

x +— tr(me(x) "tme(f)) es una funcién bien definida en A(HS(H)). Llamemos a
esta funcién fe. Como C2° es denso en L?(G) podemos extender esta definicién
de f¢ por continuidad a todo f € L*(G)

Entonces para cualquier funcién f € L?(G) podemos escribir

fzéﬂﬂﬁ

donde cada fr € A(HS(H¢)) el cual es un espacio de Hilbert con respecto al
producto interior (-,-) que acabamos de definir. Ademé&s también nos gustaria
que

() = ([ tede. [ geds) = [ (Feoge) e
G € G
y también deberiamos de tener que

Lny/é?Tf(y)ffdﬁ

por lo tanto

(Lyf)(x)Z/G(Ws(y)fs)(w) d£=/C:Tr(ﬂg(f_l)ﬂs(y)ﬂs(f))df

=/ﬁWﬁM%WmUD%=/kw*@%:ﬂM%)
G G

En particular

f@=ék@%jéMMM%=é&m%
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Ejemplo 2.9 Sea G = R. Entonces G =Ry (m¢, He) es He =R, y
Te(x)1 = 71
Sea f € S(R), entonces
fe(x) = Tr(me(—2)me(f))
Por lo tanto si f,g € S(R)
{fes 9¢)e = Tr(me(f) " me(9))
= (| Fa)me(o) do)*( | atwyme(s) d)
= (| [ F@latw)mely ) dady)
- / / F@)g(y)e’ V= dady
R JR
)eiT dr ety
([ e dn)( [ gy
F(©)3(©).2

Por lo tanto

(f.q) = / (fer ge)e dE = / 7O de = (F.9)

lo cual nos dice que en este caso la transformada de Fourier es una isometria de
L?(R) sobre si mismo. Ademéds

Ly(f) = /R re(y) fe dé = /R eV £, de,

es decir

Ly(f)() = / o' fe () dE.

Ejemplo 2.10 Sea G = Z. En este caso es sencillo dar una base para L?(Z),
por ejemplo {e, |n € Z}. Por otro lado sabemos que Z = S! y usando lo que
hemos visto tenemos que

f(n) = / fo(n) da: = / Te(my (—n)m, (f) d
27
= / Tr(me(—n) > f(m)me(m)) do

0 mEZ

:/0 WT}(Z f(m)me(m —n))dz

meZ
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= /27r Z f(m)eiw(m*n) dx
0

mEZ

= [ S s ao

meZ

2m N
= / e f(z) dx
0

Observemos que en este ejemplo tenemos una base de Hilbert para L?(Z) que
ademads es numerable, sin embargo esta base no es muy adecuada para estudiar
la accién de Z en L?(Z) y es por esto que usamos los elementos de 7.~ 8t para
describir las funciones en L?(Z), que aunque es un conjunto no numerable y la
medida espectral es continua en este caso, nos da una mejor descomposicién de
este espacio en términos de la accién del grupo.

Ejemplo 2.11 Consideremos ahora el caso de G = SL(2,R). En este caso
hay dos tipos muy diferentes de representaciones, la serie discreta y la serie
principal unitaria. La diferencia entre estos dos tipos de representaciones es que
las funciones coeficientes de la serie discreta son cuadrado integrables, mientras
que los de la serie principal unitaria no lo son. Como consecuencia de esto L?(G)
se descompone en dos partes, una parte se descompone como una integral directa
y la otra se descompone como una suma directa. La determinacién explicita de
la medida de Plancherel para este grupo, asi como la formula general de la
medida de plancherel para los grupos reductivos, es uno de los grandes logros
de Harish-Chandra.

3. La estructura de los grupos reales reductivos

En esta seccion estudiaremos la estructura interna de los grupos de Lie se-
misimples. Recordemos que dado un grupo semisimple G, le podemos asociar
una &algebra semisimple real g, y su complexificacion gc. Empezaremos esta
seccion describiendo la estructura de esta ultima. Para esto consideraremos
una subalgebra abeliana maximal hc C g¢ tal que si X € h¢, entonces ad (X)
es diagonalizable. Llamaremos a una subdlgebra con estas caracteristicas una
subalgebra de Cartan. Como todas las transformaciones lineales ad (X) con
X € bhc conmutan entre si, es posible encontrar una base de g que diagona-
liza a todos estos elementos simultdneamente. Usando esta base obtenemos
una descomposicion de g en términos de los eigenespacios simultaneos de estos
operadores.

Desafortunadamente esta descomposicién de g no necesariamente se trans-
lada a una descomposicién equivalente para g, sin embargo, si podemos usar
esta descomposicién para obtener cierta informacién sobre la estructura de la
algebra de Lie real g. En la segunda subseccién veremos como obtener las des-
composiciones de Cartan, Iwasawa y Gelfan-Naimark de g, y las equivalentes
descomposiciones del grupo G.
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En la dltima subseccion estudiaremos los subgrupos parabdlicos de G, que
son muy importantes en el estudio de las representaciones irreducibles de los
grupos semisimples, y que son uno de los elementos principales en la “filosofia
de las formas cuspidales” de Harish-Chandra.

3.1. La estructura de las algebras de Lie semisimples

Una de las consecuencias mas importantes de la identidad de Jacobi es que
hace que la representacién adjunta sea, precisamente, una representacién de
algebras de Lie. Esta representacién es sumamente importante, porque nos
permite asociar a los elementos de una algebra de Lie g transformaciones lineales
que actian sobre el espacio vectorial g mismo. Observemos que, si g es una
algebra semisimple, entonces la representacién adjunta es una representacion
fiel, es decir, dado una algebra de Lie semisimple g,

ad : g — gl(g)

satisface que Ker ad = {0}. Una de las consecuencias de esto es que pode-
mos definir una forma bilineal simétrica y no degenerada, llamada la forma de
Cartan-Killing, en g de la siguiente manera: si X,Y € g, definamos

B(X,Y) = Tr(ad(X)ad(Y)).

Otra observacién importante acerca de la representaciéon adjunta es que si b
es una subalgebra abeliana de g, tal que todos los elementos de ad h son diagona-
lizables, entonces podemos diagonalizar todos estos elementos simultaneamente.
Si hacemos esto obtenemos una base para g que consiste de eigenvectores para
todos los elementos de h y que por lo tanto es muy 1til para estudiar la estruc-
tura interna de g. Obviamente para tratar de aprovechar estas ideas al méximo
nos interesa usar una subalgebra abeliana maximal de g.

Definicién 3.1 Sea g un dlgebra de Lie semisimple. Definimos el rango de g,
como
Rank g = max {dimbh | h C g es una subalgebra abeliana.}

Lema 3.2 Todas las subdlgebras abelianas maximales de g tienen la misma
dimension. Ademds existe una subalgebra abeliana maximal § tal que todos sus
elementos son diagonalizables bajo la representacion adjunta.

Definicién 3.3 Si h es una subalgebra abeliana maximal tal como en el lema
anterior, entonces decimos que ) es una subalgebra de Cartan.

Ejemplo 3.4 Sea g = sla(R), y consideremos la siguiente base de g
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Observemos que h = Span{H;, Hy} es una subalgebra de Cartan de g, y con

respecto a la base que hemos dado para g

0
1

-1

0 0 O
0

0

-1 0 0 O

0 0

0 0 0 -2

0

0

0
0
0

0 00 0O
0 00 0O
0 01 0O

10
0 00 0 2
0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O

0 0 O

-1
0
0

-1

adH1 =

ang
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De acuerdo con estas matrices [Hy, E1| = 2E4, [Ha, E1] = —FE1, y por lo tanto
si H=a1H, + asHy € b, entonces

[H,E\] = [a1Hy + axHy, E1] = a1 [H1, Ev] + ag[Ha, B ]
= a1(2E1) + a2(_E1) = (2(11 — ag)El.

De aqui vemos que si a; € h* es tal que o1 (Hy) =2y a1(Hsz) = —1, entonces
[H, El] = Oél(H)El.

En general sea g una algebra de Lie semisimple y sea h una subdlgebra de
Cartan de g. Si « es un funcional lineal de h, definiremos

g% ={X €g|[H,X] = a(H) para todo H € b}.

Si g* # {0} entonces « es llamada una raiz de g, y g* es llamado el subespacio
raiz de a. Como b es abeliana maximal, tenemos que g° = b y de la identidad
de Jacobi obtenemos que

(0% "] C g**”.

Volviendo a nuestro ejemplo con g = sla(R), vemos que las raices de g son
aq, g, 3z, —(X1, -, —Q'3, donde OéQ(Hl) = —1, O(Q(HQ) = 2, a3 = o1 + Q.

Los elementos de g asociados con o, asg, g, —ay, —ai, —ag son By, Ey, E3,
Fy, Fy y F3 respectivamente. Observemos que los espacios raiz tienen dimension
1, de hecho lo mismo ocurre para cualquier algebra de Lie semisimple g, como
nos muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.5 Sea g una dlgebra de Lie semisimple, h una subdlgebra de Cartan
de g y sea ©(g,h) el conjunto de todas las raices distintas de cero con respecto
a b. Entonces

1. g= h D (@aeé(g,h) ga)
2. dimg® =1 para todo o € P(g, b)

3. Sean o, B dos raices tales que a+F # 0. Entonces g@ y g° son ortogonales
bajo la forma de Cartan-Killing B.

4. La restriccion de B a b X b es no degenerada, lo que nos permite definir
para cada funcional lineal o de by un unico elemento H, tal que

B(H,H,) = a(H), para todo H € b.

Definiremos un producto interno en b* mediante (o, 8) = B(Hq, Hg) para
todo a, B € b*.

5. Siae ®(g,bh), entonces —a € D(g,h) y

[gO(,gia] = CH,, a(Ha) #0
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6. Sea
b= (P RH..
a€®(g;h)
Entonces B es una forma bilineal real y positiva definida en hr X hr y

h = (hr)c-
7. Podemos elegir elementos E, € g tales que

[anE—a] = B(EouE—a)Ha = H,

8. Existe una base de b*, {a1,...,q}, donde | = rankg, tal que todas las
raices de g con respecto a by se pueden escribir como combinaciones lineales
de los elementos de esta base, con coeficientes en los nimeros enteros y
tales que estos coeficientes son todos positivos o todos negativos. A las
raices que respecto a esta base tienen solamente coeficientes positivos los
llamaremos raices positivas y a las demds raices negativas.

Observacion 3.6 Observemos que podemos elegir las E,’s de tal manera que
bR Daca(g,h) R Eq es una forma real de g.

Sea g una algebra de Lie semisimple, y sea h una subdlgebra de Cartan de
g. El teorema anterior nos da una descomposicién de g con respecto a fh. Ahora
sea b’ otra subalgebra de Cartan de g, nuevamente el teorema anterior nos da
otra descomposicién de g con respecto a h’. jCudl es la relacién entre estas dos
descomposiciones y sus sistemas de raices asociados? Para que el sistema de
raices que obtenemos con estas descomposiciones tenga algtin valor este debe
ser independiente del dlgebra de Cartan que elijamos. Como nos muestra el
siguiente teorema este es, de hecho, el caso.

Teorema 3.7 Sean h1, ho dos subdlgebras de Cartan de g. Entonces existe un
elemento ¢ € Aul(g), tal que

¢(b1) = b?a

Este resultado nos dice que podemos concentrarnos en estudiar la descomposi-
cién de g con respecto a cualquier subalgebra de Cartan b, ya que para entender
la descomposicién con respecto a cualquier otra subalgebra de Cartan solo tene-
mos que aplicar la transformacién que nos lleva una subalgebra en la otra. Sin
embargo este grupo de automorfismos nos da atin mas informacién: sea S(h) el
estabilizador de h, I(h) el subgrupo de Aut(g) que deja fijos a todos los elemen-
tos de b y sea W = S(h)/1(h). Entonces W es un grupo de automorfismos de b
y usando la dualidad entre h y h* inducida por la forma de Cartan-Killing, po-
demos asumir que también actia en h*. El grupo W actuando en h* es llamado
el grupo de Weyl.

Teorema 3.8 Sea g una dlgebra de Lie semisimple. El grupo de Weyl W, es
un grupo finito y es generado por las refleriones

sa(B) = - 2§§3f’3a, o € B(g, ).
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Como hemos visto el sistema de raices de un dlgebra de Lie semisimple es
independiente de la subdlgebra de Cartan elegida, y es por tanto, un invariante
del algebra de Lie. En consecuencia si dos algebras de Lie tienen sistemas de
raices distintos entonces nos pueden ser isomorfas. El siguiente teorema nos dice
que el sistema de raices es, de hecho, suficiente para identificar a una algebra de
Lie, es decir, si dos algebras de Lie tienen el mismo sistema de raices, entonces
son isomorfas.

Teorema 3.9 Seangyg' dos dlgebras de Lie semisimples, y sean b y b’ subdlge-
bras de Cartan de g y ¢, respectivamente. Sean ®(g,5) y ®(g’,b’) los corres-
pondientes sistemas de raices y sea

br = Gaca(gnRHa,  bi = Darea(e n)RH -

Entonces ®(g,b) y ®(g',b’) pueden ser considerados como subconjuntos del es-
pacio dual de hr y by, respectivamente. Supongamos que T : hr — bi es
isomorfismo lineal tal que T* : §'x — b manda ®(¢',4’) a ®(g,h). Entonces
T se puede extender a un isomorfismo T de g a g'.

Por lo tanto para clasificar las dlgebras de Lie complejas y simples basta
con clasificar sus sistemas de raices. Este proyecto fué iniciado por Killing y
fué culminado por Cartan en su tesis doctoral de 1894.

Recordemos que una representacion es un morfismo

g —gl(V)

tal que 7([X,Y]) = [7(X),n(Y)] = 7(X)m(Y) — m(Y)w(X). Ahora gl(V), tiene
mas estructura que la de una algebra de Lie, es de hecho una algebra asociativa
en donde el braquet de Lie esta dada por el conmutador. A la hora de estudiar
las representaciones de un algebra de Lie, seria muy 1til poder hacer uso de esta
estructura de dlgebra asociativa y escribir algo como

m(XY) =n(X)n(Y).

Sin embargo aunque el lado derecho de esta ecuacion esta bien definido, el lado
izquierdo no lo esta. Lo que nos gustaria es poder “jalar” la estructura de
algebra asociativa de gl(V') a g y as{ estudiar 7 como un morfismo de dlgebras
asociativas. La manera de lograr esto es introduciendo el dlgebra universal
envolvente.

Definicién 3.10 Sea g una dlgebra de Lie. Definimos el dlgebra universal en-
volvente de g como

Ul =T(G)/(XY -YX - [X,Y]).

El siguiente teorema nos dice que esta es la construccién que queriamos:
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Teorema 3.11 Sea g un dlgebra de Lie, y sea w: g — gl(V') una representa-
cion. Entonces existe un inico morfismo 7 : U(g) — gl(V) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

Ue) .
iT N\
g = al(V),

donde i es la inclusion natural de g en Ul(g).

Observacién 3.12 Como ya hemos mencionado con anterioridad, el centro del
algebra universal envolvente, Z(g) consiste de todos aquellos elementos Z, de
U(g) tales que [X, Z] = 0 para todo X € gy es isomorfo, como dlgebra asociativa
abeliana, a S(h)", el dlgebra de los polinomios en b invariantes bajo la accién
del grupo de Weyl.

3.2. La estructura de los grupos de Lie semisimples

Una vez establecida la estructura de las algebras de Lie complejas y semi-
simples pasaremos a estudiar la estructura de sus formas reales, lo cual nos
permitird obtener informacién sobre los grupos reales semisimples.

Definicién 3.13 Sea g un dlgebra de Lie semisimple y real. Una involucion de
Cartan de g es un automorfismo 0 : g — g, tal que 0% = 1d y tal que

<J}7 y> = _B(J}, Qy)
es un producto interior definido positivo en g

Observacién 3.14 Toda &lgebra de Lie real tiene una involucién de Cartan,
por ejemplo si g = gl(n, R), entonces (X) = —X* es una involucién de Cartan

Definicién 3.15 Como 62 = 1d, los tinicos eigenvalores de @ son 1 y —1. Sea
t C g el eigenespacio +1 de 0 y sea p el eigenespacio —1. Entonces la descom-
posicion

g=top

es llamada una descomposicién de Carta de g.
Observacion 3.16 g, = €@ ip es una forma compacta de gc.

Teorema 3.17 (Descomposicién de Cartan) Sea G un grupo de Lie semi-
simple con centro finito y sea 0 una involucion de Cartan de g. Entonces
existe un tnico automorfismo 0 :G — G tal que df = 0. Aun mds, si
K ={g € G|0(g9) = g}, entonces

1. K es compacto.
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2. La funcion

px K —G
(X, k) — exp Xk

es un difeomorfismo.

Ejemplo 3.18 Sea G = SL(2,R) y sea A € G una matriz. Es bien sabido
que A tiene una descomposicion A = OP, llamada la descomposicién polar de
A, donde O es una matriz ortogonal y P es una matriz simétrica y definida
positiva. Sea 6(g) = (g')~'. Entonces, si X € sl(2,R) = g, tenemos que
0(X) :=d.0(X) = —X" define una involucién de Cartan en g. Observemos que
en este caso K = SO(2,R) y por lo que hemos dicho acerca de la descomposicién
polar de matrices en G vemos que efectivamente G = K expp donde p C g es el
conjunto de las matrices simétricas.

Sea a un subespacio maximal de p con la condicién de que a es una subalgebra
abeliana de g. Si H € a, entonces ad(H) es diagonalizable. Si pu € a* definimos

g ={X € g|[H, X] = u(H)X para todo H € a}.

Sea
®(g,a) ={pcalp#0yg"#0}

Observemos que # es —Id en a. Por lo tanto g° es invariante bajo la accién de
0, y en consecuencia,
g'=tng’apng’.

Ahora por la definicién de a sabemos que pN g’ = a. Sea “m = £¢Ng°. Entonces
g="moa a®uca g

Sea o/ = {H € a|u(H) # 0, para todo p € ®(g,a)}, y sea Hy € ¢’ un elemento
dado. Definamos P = {u € ®(g,a) | n(Hp) > 0} y sean

n = ®ucpg” y n=0(n).
Entonces n y n son subalgebras de g y tenemos que
g=10’mPadn.
Esta es la llamada descomposicion de Gelfand-Naimark de g.

Teorema 3.19 N°MAN es un subconjunto denso y abierto de G, y su com-
plemento es una subvariedad de dimension estrictamente menor que G, y por
lo tanto tiene medida 0.
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Observemos que
¢ ="mo Span{X_, — X, |p € P}
y por lo tanto la descomposiciéon de Gelfand-Naimark nos dice que
g=tPadn
Esta descomposicion se llama la descomposicion de Iwasawa de g.
Teorema 3.20 La funcion

NxAxK—G (5)
(n,a,k) — nak (6)

es un difeomorfismo.

Ejemplo 3.21 Sea G = Sl3(R). Daremos las descomposiciones de Iwasawa y
Gelfand-Naimark de GG. Primero observemos que en este caso

K:{ cos SIHH:HGE[O,ZW)}

sinf cos6

4]
L)
A{ E)\)\(LHAGRN)}

v {1 7] eer)

Sea ) = {z € C|im(Z) > 0} y definamos una accién de G en $ mediante
transformaciones fraccionales lineales, es decir,

a b Z_az—i—b
c d T ez+d

(e 0] ) -t

y por lo tanto tenemos una accién bien definida en £. Ahora observemos que si

0
1
0
1

Observemos que

a b L
c d| "7
entonces
_ai+b_(ai+b)(—ci+d)_ac+bd+ i
ci+d 2+ d2 T4 d2 2+ d2
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igualando los términos en esta ecuacién obtenemos, ¢ +d? =1, y ac + bd = 0,
de donde concluimos que

{Z 3}680(2):K.

Finalmente observemos que

1 =z A0 cosf —sinf . 5.
({0 1}[0 Al}{sinﬂ cosf ])-z-x—&—/\Z

de donde concluimos que G = NAK, la cual es la descomposiciéon de Iwasawa
de G.

Ahora veamos la descomposicién de Gelfand-Naimark de G. Primero obser-
vemos que

1 1 —y
{ 10 ] _ [ 1 i ] T 0 1 Vi
y 1 0 1 0 T+ 42 = i

Por lo tanto si consideramos el subconjunto NA°MN vemos que los tnicos
elementos de G que no estan en este subconjunto son los de la forma

o T B [T o fremes

Que es isomorfo a R* x R, es decir, es una variedad de dimensién menor que G
y por lo tanto tiene medida 0.

Veamos ahora las férmulas de integracién asociadas a las descomposiciones
de Iwasawa y Gelfand-Naimark. Sea G un grupo semisimple y sea 6 una invo-
lucién de Cartan. Sea G = NAK la descomposicién de Iwasawa asociada con
esta involucién de Cartan y sea (Pr, Ap) un par parabdlico. Sip € (ap)*, y
si H € ap, escribiremos a" = exp p(H) si a = exp H. Definimos pp € (ay)*
mediante la férmula pp(H) = Tr (ad H|nf)/2.

Teorema 3.22 Sean dn, da y dm medidas invariantes en Np, Ap y °M res-
pectivamente. Sea dk la medida invariante de K normalizada de tal forma que
K tiene volumen 1 con respecto a esta medida. FEntonces podemos elegir una
medida tnvariante en G, dg, tal que

/ f(g)dg :/ f(namk)a=%* dn da dm dk,
G NpXApx MxK

para toda f € C.(G). También, si f € C(K) entonces
/ u(k) dk :/ x Kru(ksk(kg))a(kg)*™ dk; dk
K K

donde si g € G y si g =nak, n € N, a € A,, k € K, entonces a(g) = a y
k(g) = k.
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Teorema 3.23 Bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior, la medida dg
también satisface

/ flg9)dg = / a”%PF f(nman) dn dm da dn
G NFXOMFXAFXNF

para toda f € C.(G). Ademds, si f € C(K) entonces
/ F(k) dk = / ()27 f(kpk(n)) dkp dn.
K KFXN

Ahora sea R un sistema de raices positivas para ®(g,a) y sea
a ={H € a|a(H) > 0 para toda a € R}.
Sea AT =expa' y definamos v(a) = [],cpsinh(a(H)), donde a = exp H € A.

Teorema 3.24 Bajo las mismas hipdtesis de los teoremas anteriores

/ f(g) dg = / ’Y(a)f(k'lak‘g) dkq da dko
G KxAtxK
para todo f € Co(G).

3.3. Subgrupos parabdlicos
Seam={X €g|[X,a] =0}, y sea

M ={g e G| Ad(g)ll, = 1d}.

Entonces m =‘m@a, M =°MAy'M =MNK.

Sea t una subalgebra abeliana maximal de t, sea hy = t H a, y sea h la
complexificacién de hy. Es facil comprobar que h es una subalgebra de Cartan
de gc.

Sea ®(gc, h) el sistema de raices de g¢ relativo a . Entonces es claro que

®(g,a) = ®(gc, b)|, — {0}

Como los elementos de ®(gc,h) toman valores reales en a y toman valores
puramente imaginarios en t se sigue que

[)R = (if@ a).

Sea H; un elemento de a’ Nhg, y sea {H1,..., H,} una base de hr. Ordenemos
D(gc, h) lexicogréificamente con respecto a esta base. Sea R el correspondiente
sistema de raices positivas, y sea Ry el conjunto de todos los u € ®(g, a) tal que
w(Hy) > 0. Entonces Ry es un sistema de raices positivas de ®(g,a), ademds
es claro que R|, — {0} = Ry. Sea A (respectivamente Ag) el correspondiente
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sistema de raices simples para R (respectivamente Ry). Sea Fy = {a € A| af, =
0}. Entonces
(A - F0)|a = AO

vy Ag es un subconjunto linealmente independiente de a*.
Sea F' un subconjunto de Ag. Definamos

ap ={H € a|u(H) =0 para todo p € F'}.
Sea mp = {X € g[[X,ar] = {0}},
Mp ={g € G|Ad(9)H = H para toda H € ap }

y Ap = expap. Entonces Mg es un grupo real reductivo y Ap esta en el centro
de MF.
Sea Rp el conjunto de las raices de Ry cuya restriccion a ap es diferente de
0. Definamos
np = @ueRpg'uv

y sea Np el subgrupo conexo de G cuya algebra de Lie es np. Si Pr = MpNp,
entonces Pr es llamado el Subgrupo parabdlico estdndar con respecto a Ap y
Rp. La pareja (Pr, Ap) es llamada un par parabdlico.

Teorema 3.25 (Descomposicién de Langlands) La funcidn

OMFXAFXNF—>PF

(m,a,n) — man
es un difeomorfismo.

P_OMAN es llamado un subgrupo parabdlico minimo de G o un subgrupo
de Borel de G. Observemos que Py C Pp para todo F' C Ay. De hecho sea
*ap = Span{H, |p € F}, "np = @ucp g" y sea "np = 6(*np). Entonces *ap es
el complemento ortogonal de ar en a con respecto a la forma de Cartan-Killing
y

g=npOmpdnp =np®'mrDar Onp
:ﬁFGB(*ﬁp@om@*aFGB*nF)@aF@np.

Aun mas, si definimos Kr = Mg N K, entonces
‘Mp = Kp*Ap*Np

es una descomposicién de Iwasawa para *Mp.
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4. Representaciones irreducibles de grupos re-
ductivos

4.1. (g, K)-médulos

Como hemos visto en la seccién 1, una buena manera de estudiar las repre-
sentaciones de los grupos de Lie es estudiar las representaciones de sus algebras
de Lie. Sin embargo, no todas las representaciones de una &lgebra de Lie se
integran para formar una representaciéon del grupo de Lie, consideremos por
ejemplo el siguiente caso:

Ejemplo 4.1 Sea G; = R, G, = S'. Entonces Lie(G;) = Lie(G3) = g = R.
Entonces todas las representaciones irreducibles de g estan dadas por me(x)v =
t€xv donde z,v € R y & es un numero real. Todas estas representaciones
se integran para formar una representacién de G; = R, las representaciones
Te(x)v = e*7? sin embargo solamente en el caso en que £ € Z, estas represen-
taciones se integran para formar una representacién de S*.

En general, sea (7, H) una representacién de G. Decimos que v € H es un
vector C'*° si la funcién g — 7(g)v es C™ (o equivalentemente si g — (7(g)v, x)
es C*). Llamamos H*> C H al espacio de todos los vectores C'*°.

Podemos definir una accién de g en H* mediante

7(X)v=—| w(exptX)v.

Por otro lado, si K C G es un subgrupo maximal entre los subgrupos compac-
tos de G, entonces podemos usar el “truco unitario” para hacer (7|x, H) una
representaciéon unitaria de K. En este caso la representacion se descompone

como )
H=H()
’yEK
donde
H(y) = Suma de todos los subespacios de H que son equivalentes a V/,
donde V, es un representante en la clase de v € K. Sea

Hig =@ HH)NH>®

Observacién 4.2 Hi es el espacio de los vectores C* v, tales que 7(K)v
genera un espacio vectorial de dimensién finita.

Teorema 4.3 FEl espacio Hy es denso en H.

Definicién 4.4 Sea V un g-modulo que también es un modulo para K. Decimos
que V es un (g, K)-modulo si se satisfacen las siguientes condiciones
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1k X v=Adk)X k-v

2. Siv €V, entonces Kv genera un espacio vectorial de dimension finita
W, CV, y la accion de K en W, es continua.

3. Si X et yveV, entonces
d exp (tX)v = Xv
— X =
dt|,_o 7

Observacién 4.5 Hy es un (g, K)-modulo. Recordemos que G ~ K Xexpp, es
decir toda la topologia de G esta en K, una vez que tenemos una representacion
de g que restringida a £ se integra a una representacién de K entonces podemos
integrar toda la representacion de g a G.

Definicién 4.6 Decimos que Hg es admisible si dim Hi () < oo para toda
veK.

Lema 4.7 Si dim Hi () < 0o, entonces todos los vectores v € H(7y) son C*™
(incluso son analiticos).

Teorema 4.8 Si (7, H) es una representacione irreducible de G, entonces Hy,
es admisible.

Teorema 4.9 Si G es un grupo reductivo, y K C G es un subgrupo compacto
mazximal, entonces una representaciones (mw, H) es irreducibles si y solo si Hy
es un (g, K)-modulo admisible e irreducible.

Este teorema nos permite olvidarnos de los aspectos analiticos de las repre-
sentaciones de grupos y concentrarnos solamente en los aspectos algebraicos de
los (g, K)-mdédulos admisibles.

4.2. La serie principal de representaciones

Sea G un grupo de Lie semisimple, y sea P = M AN un subgrupo parabdlico
minimo de G, con una descomposicién de Langlands dada. Sea (o, H,) una
representacién unitaria irreducible de °M. Si u € (ac)*, denotamos por o, ala
representaciéon de P dada por

ou(nam) = a"*Pa(m) meM,a€ A, neN,

donde p es la mitad de la suma de las raices positivas de a. Definamos
ndf(0,) = (£ 5 G — Ha | fnamk) = 2o (m)f(1), [ 170 db < o0)
K

y definamos una accién de G en Ind$%(s,) mediante

(To,u(9) ) (@) = f(29).

A las representaciones (7, ,,, H*) se les conoce como la serie principal de re-
presentaciones.
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Lema 4.10 El (g, K) modulo (H%")k es admisible.

Observemos que si f € Ind}Gp (0,), entonces f esta completamente determinada
por los valores que toma en K, y por lo tanto visto como un modulo para K es
isomorfo con Ind% ().

Ejemplo 4.11 Sea G = SLy(R). Recordemos que en este caso la descomposi-
cién de Iwasawa de G esta dada por G = NAK,y P = NAM es un subgrupo
de Borel de G, donde

K—{ cos 0 _Sineﬂﬁe[o,%r)}

sinf  cos6
- (1 0
w={[} V]|ver]
1 0 -1 0
0O 11’ 0 -1
A 0
i={[b 2] ren
(1 =z
w={[} ] rex).

Queremos estudiar los espacios H%*, donde ¢ es una representacién de M y
p € (a)g. Ahora OM es en este caso un grupo muy sencillo y solo tiene dos
representaciones irreducibles y ambas son de dimensiéon uno:

1:M —C
-1 0
|: 0 -1 ] — 1
-1:M —C
-1 0
{ Lo } Y
Por otro lado, podemos identificar a (a)§ con C mediante la correspondencia

pe@e—u(lo %)

Observemos que bajo esta identificacién p < 1. Tomando esto en consideracion
vemos que los espacios que nos interesa estudiar son los espacios H*, ¢ = +1,
u € C, de las funciones f : G — C tales que

Lo P10 10 S 5wt ]) = tereo
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¥ [ |f(K)|? dk < oo, donde

) [ cosf —siHG}

sinf  cos6

Sean I, = (H?")g los (g, K)-modulos asociados a estos espacios. Queremos
determinar su estructura. Para esto primero tratemos de determinar su estruc-
tura como un modulo bajo la accién de K. Observemos que los elementos de
He* estan completamente determinados por los valores que toman en K y si
restringimos estos elementos a K, entonces la accién de K es la accién regular
por la derecha. Por lo tanto como un K-modulo podemos identificar H* con

{f € L2(K) | ef (k(0)) = f(~k(0)) = f(k(0 +m))}

donde hemos usado que —k(6) = k(6 + ). De esta observacién y los resultados
de la secciéon 1 vemos que como un K-modulo

Il,u ~ @ CteiG I—l,/l, ~ @ C 6(2l+1)i0.

lez leZ

Sea vy € I, el vector tal que

1 =z A0 -1 0 cosf  sinf e
U\lo 1]]0 At 0 —1]| —sin® cosh |) =€ -

(Observemos que si € = 1, entonces [ es par, y si ¢ = —1 entonces [ es impar).
Juntando todos estos resultados concluimos que

I,= €& cu

1€2Z+(1—€) /2

Ahora tratemos de entender la estructura de I, ,, como un g-modulo. Sean

e R I B |

o ) R Y IR )

Observemos que

(h-v) (k(6)) = i % o (W) expi { ! o D
=1 % e ’L}l(k(a — t))
i % e k() = i(—luk(©)) = k().
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es decir v; es un eigenvector de h con eigenvalor .
Ahora tratemos de calcular e - v;. Observemos que

(he)vy = ([h, e] + eh)v; = (2ev; + e(lvy)) = (I + 2)ev;.

Es decir ev; es un eigenvector de h con eigenvector | + 2, por lo tanto

€V = CU42.
para calcular ¢; recordemos que por la definicién de los v;’s

(ev)(1) = quiy2(1) = c,

y ademas
Bu)() = L wleptB) = L] u(1)=0
T e 7 A
d d t(pu+1)
(Ho)(1) = s vi(exptH) = — e u(l)=p+1.
t=0 t=0

Usando estas formulas y que
1
¢ =5 (H +h+2E),
vemos que
1 : 1
(ev)(1) = 5((H +h+2iE)y)(1) = i(ﬂ +1+1).

De esto y de (7)
1
ey = 5(# + 1+ 1)vgo.

Anélogamente
1
fu = §(u — 14+ 1)v_s.

Despues de todos estos calculos finalmente podemos ver cual es la estructura
de los I, como (g, K)-médulos. Si p # £l + 1 para todo [ € 2Z + (1 —€)/2,
entonces I ,, es irreducible. Consideremos ahora el caso en que i € Z y elegimos
€ tal que I.; no es irreducible. Aqui tenemos tres casos: [ >0, <0y {=0.

1. 1> 0. En este caso tenemos la siguiente figura:
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En este caso tenemos dos submoddulos irreducibles, uno generado por un
peso maximo, y el otro generado por un peso minimo, denominamos a
estos médulos D~;, y D?‘, respectivamente.

2. 1 < 0. En este caso tenemos la siguiente figura:

Vi+4

En este caso solo tenemos una representacién irreducible de dimensién
finita. Llamaremos a esta representacién Fj.

3. 1 =0. La figura correspondiente en este caso es:

(0
o ()
NOE

Observemos que este caso corresponde a I; o, y que esta representacién se
descompone como una suma directa de dos representaciones irreducibles.
Estas representaciones se denominan Dy y D, de manera similar al caso

cuando [ > 0.

Es claro que cada una de las representaciones irreducibles D;“7 D~y F
son inequivalentes como (g, K)-mddulos, pero ;Que pasa con los I, que son
irreducibles? Supongamos que I, ~ I, y que ambas son (g, K)-mddulos
irreducibles. Entonces deberiamos tener que

fe'Ul = f@’Ull, v € Ie,,u.a U/l € Ie’,,u/
pero entonces, de acuerdo con lo que hemos visto, deberiamos tener que
1 1, , ,
i —i=-1)= (W +I+1)( -1-1)

W2 = (1% = ()2 — (14 1)
pr= () u=xp
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Por lo tanto si I, es irreducible, entonces I, ~ I. _, y ya no hay mas isomor-
fismos.

Finalmente recordemos que Z(g) ~ S(h)". En este caso h tiene dimensién
1 y el grupo de Weyl es el grupo generado por el morfismo z — —z. Por lo
tanto S(h)" =~ C[z?], y en consecuencia Z(g) es generado por un elemento de
grado dos. Ahora sabemos que el elemento de casimir ¢ = EF + H?/2+ FE =
ef +h?/2+ fe se encuentra en Z(g) y tiene grado dos por lo tanto Z(g) ~ C|c].
Para calcular la accién del elemento de Casimir en I, ,, observemos que si I, , es
irreducible entonces, por el lema de Schur, el elemento de Casimir actia como
una constante, es decir, para todo v; € I, ,

c- v = A\
y por lo tanto

A= (1) = (c-v)(1)
= (EF + H?/2+ FE)y(1) = (H*/2 — H+2EF)v,(1)
=(u+1)%2—(p+1) = (u* - 1)/2.

Observemos que en este ejemplo hemos construido todas las representaciones
irreducibles de G = S1(2,R). Efectivamente, si V' es un (g, K)-modulo irreduci-

ble, entonces
V=V
ez

donde V(1) es la componente isotipica correspondiente a la representacién
k(6)v = v,

Observemos que si v; € V (1), entonces hv; = lv;. Ademds como ya hemos visto
anteriormente, si v; € V(I), entonces ev; € V(I +2), y fu, € V(I —2). Como
{h,e, f} es una base de sl3(R) vemos que como V es irreducible, entonces solo las
componentes isotipicas pares, o solo las impares son distintas de cero. Sea c el
elemento de Casimir de g. Como V es irreducible, ¢ actiia como una constante,
digamos \. Sea y, tal que A = 2 — 1. Entonces como 2fe = c — h%/2 — h

2fevy = [(u* —1)/2 = 12/2 =], = u2— (é+1)2vl _ (n+1+ I)Q(M—l— 1)%

por lo tanto dim V(1) < 1 para toda l. Si g es tal que (u+1+1)(u—1—1) #0
para todas las [ de la paridad en la cual algunas V(1) podrian ser diferentes de
cero, entonces es claro que V ~ I ,, donde elegimos € de tal manera que los
V(I) que no son cero son precisamente lo eigenvalores que corresponden a I .
Finalmente si (u+1+41)(x—1—1) = 0 para alguna de estas I’s entonces es claro
que V debe ser isomorfo a algunas de las Dl+, DZ, 0 F}.

Como hemos visto todas las representaciones irreducibles de G = SL(2,R) se
pueden realizar como subrepresentaciones de algiin elemento de la serie principal
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de representaciones. El teorema de la representacion de Casselman nos dice que
este mismo resultado es valido para cualquier grupo semisimple G. Sin embargo
para tener una mejor comprension de este teorema es necesario introducir una
construccién que es en cierto sentido dual a la de representaciones inducidas.
Sea V un (g, K)-modulo admisible, y consideremos el espacio vectorial V/nV.
Como p es el normalizador de n en g, la acciéon de p en V desciende a una
accién en V/nV donde n actia de manera trivial. Adn mas la accién de "m se
integra para definir una accién de °M en V/nV, dimV/nV < oo y es distinto
de {0} si V es distinto de {0}. En resumen, si V' # {0}, entonces V/nV es un
(p, " M)-modulo no trivial.

Sea H, , el (p,°M)-modulo H, en donde a actia como (u+ p)(Id) y n acttia
trivialmente. Sea V un (g, K)-modulo admisible. Si T' € Homg g (V, H7*),
definamos T'(v) = (Tw)(1). Entonces T' € Homy, o/ (V/0V, Hy ).

Lema 4.12 La correspondencia T +— T define una biyeccion entre
Homg e (V.H™) . Homypon(V/aV, H,,)
Demostracién. Sea S € Homy oy (V/0nV, H, ) y definamos
S(v)(k) = S(kv).
Entones S € Homg g (V, HO*) y
S(v)(1) = S(1.v) = S(v)
T(kv) = T(kv)(1) = (k- T)(v)(1) = T(v) (k)

] g’(v)
T'(v) (k)

d

Teorema 4.13 (Teorema de la representacién de Casselman) Sea V' un
(g, K)-modulo irreducible. EntoncesV es equivalente a un sumando irreducibles
de algun H*.

Demostracién. Como V es irreducibles, entonces V' es admisible. Por lo
tanto V/nV es una representaciéon de M de dimensién finita, y como °M es
compacto, podemos asumir que es unitaria. Sea W un sumando irreducibles de
V/uV. Como a conmuta con °M el lema de Schur nos dice que a acttia como
un escalar, y por lo tanto W es equivalente a algin H, ,. Sea

T:V/wWV — H,,

la proyeccién a este subespacio irreducible, entonces T' # 0, y por lo tanto
usando el lema anterior concluimos que

T:V — HO

no es el morfismo trivial. Ahora como V' es irreducible, y T # {0}, vemos que
T define un encaje de V en H7#. O
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El teorema de la representacién de Casselman nos da una manera de cons-
truir todas las representaciones irreducibles de un grupo reductivo G, sin em-
bargo para dar una clasificacién necesitamos saber cuales son los sumandos
irreducibles de H7* y ver cuales de estas representaciones son equivalentes.

Para poder dar una medida de Plancherel para G primero necesitamos saber
cuales son todas las representaciones unitarias irreducibles, aunque el teorema de
la representacién de Casselman nos permite construir todas las representaciones
irreducibles de G no nos dice cuales de ellas son unitarias, y tampoco nos indica
cuales de ellas son cuadrado integrables. Otro punto importante es que el anélisis
harmonico solo esta bien definido en el espacio de Schwartz, que es definido
como el espacio de funciones C'*° que ademds satisfacen cierta condicién de
desvanecerse con suficiente rapidez en el infinito. Para poder hacer este concepto
mas concreto, necesitamos el concepto de una norma en un grupo de Lie.

Definicién 4.14 Sea G un grupo de Lie. Una mnorma en G es una funcion
|l : G — [1,00), tal que

1. |lgll = llg~ |, para todo g € G.

2. Nleyll < lzllllyll, para 2,y € G.

3. {g € G||g|l < r} es compacto para todo r < 0o

4. |1 exp (tX)ko|| = exp (X)" para todo k1, ko € K, X €p yt € Rxo.

Definicién 4.15 Sea V un (g, K)-modulo irreducible, y sea P un subgrupo de
Borel de G. Sea

E(P,V) ={p cac|(V/nV) # {0}}.

Definicién 4.16 Sea Ay = {a1,...,a,}. Definamos Hy, ..., H, € a mediante
a;(Hj) =0; . SiV es un (g, K)-modulo definamos Ay € a* mediante

Av(H;) = maz{-Re u(H;)|p € E(P,V)}.

Teorema 4.17 Sea (7, H) una representacion de Hilbert admisible y finita-
mente generada de G. Sea V = Hy, y A = Ay. Entonces existe una constante
positiva d tal que st v,w € V, entonces existe una constante c, , tal que

(v, m(@)w)| < (1+1og [la]l)?a’ ey,

Definicién 4.18 Decimos que V' es templada si para todo € > 0 y para toda
funcion coeficiente f

/U@W“@<m
G

Decimos que V' es cuadrado integrable si

/U@P@<m
G

para todas las funciones coeficientes f.
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Sea f(g) = {(v,7(g)w), supongamos que v, w son invariantes bajo la accién
de K. Entonces de los teoremas 3.24 y 4.17 tenemos que

/\f(g)l2+€=/ v(a)|f (kraks)|>T€ dky da dk;
G KxA+xK
+
- / V(@) f(a)|** da
A

+
< / C(@)[(1 + log |a))?a’]2*+< da.
A

De aqui concluimos que f es una funcién templada si y solo si A+ p € —Cl(Ta*)
y f es cuadrado integrable si y solo si Ay + p € —(*Ta*). En general tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 4.19 Sea (m, V) un (g, K)-modulo admisible. Si Ay +p € —Cl(Ta*),
entonces V es templada. Si Ay +p € —(Ta*) entonces V' es cuadrado integrable.

Ejemplo 4.20 Sean H, E, F', h, e y f como antes, y observemos que
E:%(h—i-f—e), H=ec+f.

Daremos una clasificacién de las representaciones irreducibles de G = SI(2R)
con respecto al comportamiento de sus funciones coeficientes al infinito.

1. Dimensién finita. Sea V = F}, v; € V un vector con peso maximo [, y
definamos una base V mediante v;_s, = f*v;. En V/nV tenemos que

0= [Bu) = [L(h+ ] — eJul
=[(h+ f—e)v] =]+ [vi—a].

Por lo tanto en V/nV, [v;_s] = —l[v;]. Andlogamente

0= [Bus] = [L(h+ f e
=[(h+ [ = e)viz] = (I = 2)[vi—2] + [vi—4] + [evi—2].

Por lo tanto [vj_4] = —(I — 2)[vj—2] — [ev;—2]. Lo importante aqui es
que [v;—2], v [ev;—2] son miltiplos de v; en V/nV. Prosiguiendo de esta
manera vemos que todos lo vectores vy son multiplos de [v;] en V/uV, es
decir V/uV tiene dimensién uno. Ahora observemos que

Hlv] = [(e + flu] = [vi—2] = —l[v]]

es decir H actia en este espacio como multiplicacién por —I. En conse-
cuencia

A = méx{—p|p es un peso de V/nV} = méx{—(-0)} =1,

y por lo tanto A + p =1+ 1 > 0, de donde concluimos que F; no es una
representacion templada.
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2. Serie discreta Sea V = D;“ , 1 >2,1€Z. Recordemos que
D =P D (1 +2j).
j=0

Sea v; € V un vector con peso [, y definamos una base para V mediante
Vipokr = e*v;. De manera analoga al caso anterior podemos observar que
V/nV tiene dimensién uno, y que [v;42] = l[v;] en V/nV. Por lo tanto

Hlv] = (e + f)[v] = [vig2] = l[vr].
De aqui vemos que
A = méx{—p|p es un peso de V/nV} = méx{—1} = —I

y por lo tanto A + p = =l + 1 < 0, de donde concluimos que Dl+ es una
representacion cuadrado integrable.

De manera completamente andloga podemos observar que D~,; también es
cuadrado integrable y D, D~; son solo representaciones templadas (ya
que en este ultimo caso A+ p=—-1+1=0).

3. Serie principal Sea V = I ,, donde I, es irreducible. Elijamos una
base para I, tal que

1
fu = i(u — =1 (p+14+1)v_2 y ev; = Upga.

Observemos que usando esta base tenemos que en V/nV

Blod = 0= 2(1— 1= 1)(+ 1+ Dercs] +1fun] — forso]
Hvr] = (e + f)lo] = (= 1= 1)+ 1+ Dlor—a] + [y

4
— %(M—l— D+ 1+ Dv_o] + vy,

Blus] = 0= 1(n =14 1)+ = Dlor-a] + (L~ 2)fors] — [u]

Hlvi—s] = (e + f)lvi—2] = i(u — 1+ D) (p+ 1= Dvi—s] + (I = 2)[v1-2)]
= 2[’[)[] + (2 — l)[vl,g}.

De estas ecuaciones vemos que V/nV es de dimensién dos, y dado cualquier
I, {[vi—2], [n]} es una base para V/nV. Con respecto a esta base

- 2-n f(p—-n+1)(p+n-1)
2 n
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Los eigenvalores de esta matriz son 1+pu y 1—p. Supongamos, sin perdida
de generalidad, que Re u > 0. Entonces es claro que

A=—-14+Rep y A+p=Rep>0

por lo tanto I, es templada si y solo si Reu = 0, es decir, si y solo si
€ iR.

Sea G un grupo semisimple y sea P = N A’/ un subgrupo de Borel de G.
Sea 1 la funcién que es idénticamente igual a 1 en K, y sea vy la clase de la
representacién trivial de K. Entonces es claro que

(H")k(70) =C1.
Sea E,, la funcién definida mediante
E,u(g) = <7T#(g)17 ]->

Entonces
Eulg) = / a(kg)**Pdk  paratoda g € G,
K

en particular
E(g) :=Zolg) = /Ka(k‘g)”dk-
La funcién = es llamada la funcién esférica de Harish-Chandra.

Lema 4.21 Siky,ky € K ya € CL(A™), entonces ezisten constantes positivas
C y d tales que

a=? < S(kyaky) = E(a) < Ca?(1 + log ||al|)%.

Definicién 4.22 Sea G un grupo de Lie semisimple. Definimos el espacio de
Schwartz de G como el espacio S(G) de las funciones f € C™ tales que

sup {(L(X)R(Y)f)(9)(1 +loglg])?E(9) ™" |d > 0, X,Y € U(g), g € G} < 00

donde L, R son las acciones regulares por la izquierda y por la derecha respec-
tivamente.

Observacion 4.23 Bajo las seminormas
paxy (f) = sup {(L(X)R(Y)f)(9)(L +loglgl)*=(9) " | g € G}
S(G) es un espacio de Frechét.

Hasta ahora hemos estudiado las representaciones que se obtienen de inducir
desde P a (G, sin embargo podemos hacer esta construccién en dos tiempos: Sea
F C Ayg, y consideremos “Mp. °Mp es un grupo semisimple, e induciendo
desde un subgrupo parabdlico de este grupo semisimple podemos definir una
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representacion (o, H,) de °Mp. Ahora definamos una representacién o, v € a%
de pr mediante
o,(nam) = a”*P*o(m),

donde pr es el “p” de ap. Entonces podemos considerar
Ind§, (0,) = {f : G — H, | f(namk) = a" "7 o(m) f(k)}

como una representacion de G. Por el teorema de la representacién de Cassel-
man H, es una subrepresentacién de inducir de °M a °Mp, y despues hemos
inducido desde My a G. De aqui vemos que esta representacién es una subre-
presentacién de inducir de °M a G, pero tenemos un mejor control acerca de
cuales representaciones estamos considerando.

La observacién critica que hizo Harish-Chandra es que es posible obtener to-
das las representaciones que no son templadas induciendo desde las representa-
ciones templadas, y que uno obtiene las representaciones templadas induciendo
desde las cuadrado integrables. Por lo tanto el espacio importante cuando consi-
deramos representaciones irreducibles de un grupo es el espacio de las funciones
coeficiente de las representaciones cuadrado integrables. La cerradura de este
espacio de funciones en S(G) se llama el espacio de las formas cuspidales. Por
lo tanto para poder entender la teoria de representaciones y el analisis harmdni-
co en un grupo reductivo, necesitamos estudiar las representaciones cuadrado
integrables y el andlisis harmonico en el espacio de formas cuspidales. Harish-
Chandra llamo a esta idea la “filosofia de las formas cuspidales”. Esta “filosofia”
es confirmada por los siguiente resultados.

Teorema 4.24 Sea V un (g, K)-modulo irreducible y templado. Entonces exis-
te un par parabdlico (Pr, Ar), y una representacion unitaria irreducible (o, Hy)
de "My tal que (Hy) i es cuadrado integrable y p € (ay)* tal que V es isomorfo
a un sumando de Ip, 5,-

Este teorema nos dice que todas las representaciones templadas provienen de
inducir sobre las representaciones cuadrado integrables. Sea F' un subconjunto
de Ag y sea (Pr, Ar) el par parabdlico correspondiente. Sea (o, H,) una repre-
sentacién unitaria irreducible de °M tal que (H,)f es templada. Sea u € (af)%
tal que Re(p, ) > 0 para todo a@ € ®(Pr,Ar). Llamamos a una tripleta
(Pp, 0, 1), parametros de Langlands (Permitimos Pr = G, es decir F = Ap).

Teorema 4.25 (Teorema de clasificacién de Langlands) Sea G un grupo
semisimple, y sea (Pr,o, 1) una tripleta de pardmetros de Langlands.

1. Existe un tnico modulo cociente irreducible de Ip, ., que es isomorfo con
el tinico submddulo irreducible de Ip, s —,. Llamaremos a este modulo
JPFJ,M'

2. Si (Pp,o,p) y (Ppr,o’,1') son parametros de Langlands y si Jp, o, es
equivalente con Jp,, o 4, entonces F' = F', =y’ y o es unitariamente
equivalente con o’.
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3. Sea V un (g, K)-modulo irreducible. Entonces existen parametros de Lan-

glands (Pg, o, ) tal que V' es isomorfo a Jp, o ,.

Ejemplo 4.26 Observemos que las representaciones de dimension finita son el
unico cociente irreducible de los espacios I j, y ademds son el dnico submodulo
de 167,]@.

La clasificaciéon de Langlands nos permite reducir el problema de clasificar
todos los (g, K)-mé6dulos al problema de clasificar los (g, K)-médulos templados.
El teorema anterior nos dice que este problema es equivalente a clasificar los
sumandos irreducibles que surgen de inducir de las representaciones cuadrado
integrables.

Para resolver el problema de calcular la medida de Plancherel de un grupo
semisimple nos quedan pendientes los siguientes puntos.

1.

Clasificar las representaciones cuadrado integrables. Esto fue con-
seguido por Harish-Chandra, aunque la teoria de los functores de Zucker-
man (basada en la teoria de cohomologia de dlgebras de Lie) provee una
simplificacién.

Clasificar las representaciones templadas a partir de la clasifica-
cion de las cuadrado integrables. Esto fue desarrollado por Knapp-
Zuckerman en [17]

Completar la clasificacién de los (g, K)-médulos irreducibles. Con
estos dos puntos y el teorema de clasificacién de Langlands completamos
la clasificacion.

Indicar cuales representaciones son unitarias Todas las representa-
ciones templadas son unitarias, pero hay algunas representaciones en la
serie complementaria que también los son. Encontrarlas todas es el objeti-
vo del proyecto del Atlas de los grupos de Lie (http://www.liegroups.org/)

Encontrar la medida de Plancherel para los grupos reductivos.
Esto fue completado por Harish-Chandra y es uno de sus grandes logros.
La clave aqui es que solo las representaciones templadas aparecen en la
medida de Plancherel. Sin embargo algunas de las representaciones de la
serie complementaria pueden aparecer al dar la descomposicién de espacios
de la forma H\G.
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